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Die leitenden Oeskhtspnnkte. 

1) Eine prinzipiell strenge Darstellung hat erst für den 
weiter Fortgeschrittenen Wert. Dem Anfanger ist besser 
gedient mit einer Behandlung, welche die verschiedenen 
Seiten des Stoffes zur Geltung bringt. Demgemäss ist 
die „Projektive Geometrie* nicht rein vom Standpunkte 
der Geometrie der Lage aus durchgeführt, sondern es 
werden auch Doppelverhältnisse benutzt. Dadurch werden 
zugleich viele Beweise einfacher als bei der rein kon- 
struierenden Methode. 

2) Auf anschauliche Konstruktionen, sowie konstruktive 
Durchführung der Figuren und Aufgaben ist jedoch ein 
Hauptgewicht gelegt. 

3) Die Raumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen Geo- 
metrie nicht zu trennen. Denn die neuere Geometrie 
soll insbesondere auch das Anschauungsvermögen aus- 
bilden. Dies ist schon erforderlich für die Figuren der 
ebenen Geometrie, um die beweglichen Strahlen, Punkte 
u. 8. f. zu verfolgen. 

4) Für gewisse Begriffe und Beweise muss auf die analytische 
Geometrie verwiesen werden, so z. B. bei der Ordnung 
und Klasse einer Kurve. Ebenso erbringt erst die Rech- 
nung die Beweise, dass die durch projektive Grundge- 
bilde erzeugten neuen Gebilde die allgemeinen ihrer 
Art sind. 

5) In dem zu Gebote stehenden Raum konnten nur die 
wichtigsten und in erster Linie die projektiven Eigen- 
schaften zur Sprache l^ommen. Metrische Beziehungen 
bei Kegelschnitten, die Kreispunkte, Brennpunktseigen- 
schaften u. s. f. finden ihre Behandlung ohnedies passender 
in der analytischen Geometrie^ : 
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Die pergpektlye Beziehang der Onindgebllde. 

§ 1. Die Gntndgrebilde. 

1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie 
wurde nach mancherlei Ansätzen aus früherer Zeit in 
der ersten Hälfte unseres Jahrhunderts zu einem System 
ausgebaut und zwar in Frankreich durch Poncelet 
und Ghasles, in Deutschland durch Möbius, 
Plücker und namentlich durch Steiner und v. 
S t a u d t. Von der Geometrie der Alten unterscheidet 
sich die neuere Geometrie vor allem dadurch^ dass sie 
von gewissen einfachen „Grundgebilden«' ausgeht und 
aus ihnen in einheitlicher, systematischer Weise alle 
übrigen geometrischen Gebilde ableitet. 

Die Grundgebilde erster Stufe. 

2. Die „Elemente'^' der Geometrie sind der Punkt, 
die Ebene und die Gerade. Diese letztere nennen wir 
Strahl, wenn sie bloss als Ganzes betrachtet wird. 
Aus diesen drei Elementen werden die Grundgebilde der 
neuern Geometrie in folgender Weise zusammengesetzt. 
Denken wir uns eine unbegrenzte Gerade g, so ent- 
hält dieselbe unendlich viele Punkte, die wir uns auf 
ihr aufgereiht denken, etwa wie Perlen auf einer ge- 
rade gespannten Schnur. Die Gerade ; aufgefasst als 
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Inbegriff aller ihrer Punkte, bezeichnen wir als gerade 
Punktreihe oder kurz als Punktreihe. "Weil die Punkte 
auf der Geraden angeordnet sind, so nennen wir die 
Gerade den Träger der Punktreihe. Das erzeugende 
Element der Punktreihe ist also der Punkt. 

Durch eine Gerade können wir unendlich viele 
Ebenen legen, annäherungsweise wie die Blätter eines 
aufgeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen, 
die durch eine Gerade hindurchgehen, nennen wir einen 
Ebenenbüschel. 

Die Gerade heisst der Träger oder die Achse 
des Ebenenbüschels. Als erzeugendes Element dient 
in diesem Falle die Ebene. 

Nehmen wir endlich eine Ebene e und in ihr 
einen Punkt S, so können wir in dieser Ebene unend- 
lich viele Gerade oder Strahlen ziehen, die überdies 
durch S gehen, ähnlich wie die Speichen eines Bades. 
Den Inbegriff aller dieser Strahlen nennt man einen 
Strahlenbüschel. Der Punkt S heisst der Mittelpunkt 
des Büschels. Als erzeugendes Element ist hier die 
Gerade d. h. der Strahl verwendet. 

Die Punktreihe, der Ebenenbüschel und der Strahlen- 
büschel heissen die Grundgebilde erster Stufe oder die 
einförmigen Grundgebilde. 

Die Grundgebilde zweiter Stufe. 

3. Gehen wir aus von einem Punkte S im Baume, 
so gibt es durch ihn unendlich viele Strahlen und 
Ebenen. Den Inbegriff aller dieser Elemente bezeich- 
nen wir als Bündel und zwar als Strahlenbündel oder 
Ebenenhündel , je nachdem wir Strahlen oder Ebenen 
als Elemente wählen. Der Punkt S heisst der Mittel- 
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punkt des Bündels. Eine Ebene des Strahlenbündels 
S wird erzeugt durch die Strahlen des Strahlenbüschels, 
der in dieser Ebene liegt und S zum Mittelpunkt hat. 
Im Ebenenbündel dagegen ist jeder Strahl aufzufassen 
als Achse eines Ebenenbüschels, dessen Ebenen also 
sämtlich dem Bündel angehören. Es enthält dem- 
nach der Bündel unendlich viele Strahlenbüschel und 
Ebenenbüschel. 

Betrachten wir ferner eine unendlich ausgedehnte 
Ebene e mit allen in ihr gelegenen Punkten und Ge- 
raden, so nennen wir den Inbegriff aller dieser Elemente 
ein ebenes System, oder ein Feld. Wir sprechen von 
einem Funktfeld oder einem Strahlenfeld, je nachdem 
wir die Punkte oder die Strahlen im Auge haben. Im 
Punktfeld sind die einzelnen Geraden aufzufassen als 
Punktreihen, im Strahlenfeld die einzelnen Punkte als 
Strahlenbüschel. Das ebene System enthält unendlich 
viele Punktreihen und Strahlenbüschel. 

Der Bündel und das ebene System bilden zusam- 
men die beiden Grundgebilde zweiter Stufe. Sie ent- 
halten unendlich viele Grundgebilde erster Stufe. 
Das Grundgebilde dritter Stufe. 

4. Als Grundgebilde dritter Stufe können wir 
den ganzen^ unendlichen Baum mit allen in ihm ent- 
haltenen Punkten, Ebenen und Strahlen bezeichnen. Jeder 
seiner Punkte kann als Mittelpunkt eines Bünd/els, jede 
seiner Ebenen als Träger eines ebenen Systems, jeder 
seiner Strahlen als Achse eines Ebenenbüschels oder als 
Träger einer Punktreihe genommen werden. 

Die Gesamtheit von unendlich vielen, durch 
irgend ein geometrisches oder analytisches Gesetz defi- 
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nierteu Elementen irgend welcher Art, heisst eine Man- 
nigfaltigkeit. Demnach sind die örundgebilde Mannig- 
faltigkeiten von Funkten, Ebenen und Strahlen. 

TJm übrigens schon durch die äussere Form der 
Darstellung den TJeberblick über die zu betrachtenden 
Gebilde zu erleichtern, wollen wir für die geometrischen 
Elemente eine bestimmte Art der Bezeich- 
nung festhalten. Wir bezeichnen: Punkte durch- 
weg mit grossen lateinischen Buchstaben: z. B. A, B, 
P, S; Gerade oder Strahlen mit kleinen latei- 
nischen Buchstaben wie a, b; g; Ebenen endlich 
stets mit kleinen griechischen Buchstaben : z. B. a, ß, e, 

§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der 

Dualität. 

Die Operation des Schneidens. 

5. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen oder eine 
Gerade und eine nicht durch sie hindurchgehende 
Ebene liefern einen Schnittpunkt; zwei Ebenen be. 
stimmen eine Schnittgerade. Das neue Schnittelement 
ist nur dann nicht vorhanden, wenn die gegebenen 
Elemente parallel sind. Diese spezielle Lage wollen 
wir zunächst von der Betrachtung ausschliessen. In 
jedem der drei oben genannten Fälle suchen wir ein 
Element; das den beiden gegebenen Elementen gemein- 
sam ist. Wir bezeichnen diese Operation als die des 
Schneidens und müssen sie jetzt auch auf die Grund- 
gebilde ausdehnen. 

Betrachten wir einen Strahlenbüschel S (Fig. 1) 
und idine Gerade g, die in der Ebene des Büschels 
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liegen; aber nicht durch den Mittelpunkt S des Büschels 
hindurchgehen möge, so können wir die Strahlen des 
Büschels zum Schnitt mit g bringen. Wir erhalten 
also auf g eine Punktreihe, insofern jeder Punkt die- 
ser Geraden als Schnittpunkt von g mit einem Strahl 
des Büschels aufgefasst werden kann. Dies drücken 
wir dadurch aus^ dass wir sagen : Die Gerade g schnei- 
det den Büschel S in einer Punktreihe. 

Im gleichen Sinne sind folgende Sätze zu ver- 
stehen: Eine Gerade schneidet einen Ebenenbüschel, 
dessen Achse sie nicht trifft^ in einer Punktreihe. — 
Eine Ebene schneidet einen Ebenenbüschel, dessen 
Achse sie nicht enthält, in einem Strahlenbüschel. — 
Eine Ebene schneidet einen Strahlenbündel, des- 
sen Mittelpunkt sie nicht enthält, in einem Punktfeld. 
— Es entstehen demnach aus den Grundgebilden durch 
die Operation des Schneidens auch nur wieder Grund- 
gebilde. 

Die Operation des Projizierens. 

6. Zwei Punkte können wir durch eine Gerade ver- 
binden, zwei sich schneidende Gerade durch eine Ebene 
einen Punkt und eine, nicht durch ihn hindurchgehende, 
Gerade ebenfalls durch eine Ebene. Wir bezeichnen 
diese Operation als die des Projizierens. Sie unter- 
scheidet sich übrigens von der des Schneidens nur 
durch die Art der gegebenen Elemente. Bei beiden 
Operationen aber handelt es sich darum, dass man die 
gegebenen Elemente als Träger von Grundgebilden be- 
trachtet und ein diesen Grundgebilden gemeinsames 
-Eleiftent bestimmt. ^ 
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Wenden wir nun auch die Operation des Proji- 
zierens auf die örundgebilde an. Es sei z. B. eine 
Punktreihe g gegeben und ein Funkt S; ausserhalb 
derselben (Fig. 1). Dann können wir jeden Punkt 
von g mit S verbinden und erhalten durch diese Yer- 
bindungsstrahlen den Strahlenbuschel S. Von ihm 
sagen wir: er projiziert aus S die Punktreihe. 



a 




Ebenso wird ein Punktfeld aus irgend einem, ihm 
nicht angehörenden, Punkte durch einen StrahlenbÜD- 
del projiziert. 

Die Operation des Projizierens kann auch von 
einer Geraden aus erfolgen. Ist s irgend eine Gerade 
und g eine Punktreihe, wobei g und s sich nicht 
schneiden, so kann man durch die Punkte von g und 
durch s Ebenen legen. Es wird also die Punktreihe 
g aus s durch einen Ebenenbüschel projiziert. 

Auch durch die Operation des Projizierens eut* 
stehen somit aus den Grundgebilden wieder nUr Grund- 



Schneiden und Projizieren. Bas Gesetz der Dnalität. 13 

gebilde. Durch Projizieren und Sohneiden gehen also 
die Gnmdgebüde ineinander über. 

Man kann nun eine Darstellung der Öeometrie 
durchfuhren, bei der man bloss die Operationen des 
Projizierens und Schneidens benutzt, jede Abmessung 
aber; sei es von Strecken; sei es von Winkeln ; also 
auch jede Rechnung mit solchen Grössen durchaus 
vermeidet. Die darauf gegründete TJntersuchungs- 
methode heisst die Geometrie der Lage. Diese 
„konstruierende^ Geometrie liefert die rein geo- 
metrischen Eigenschaften der Gebilde. Im Gegensatz 
zu ihr nennt^man die messende, analytische Geometrie 
wohl auch Geometrie des Masses oder metrische 
Geometrie. Die Eigenschaften der geometrischen Ge- 
bilde, mit denen sich die Geometrie der Lage beschäf- 
tigt, heissen auch projektive Eigenschaften und die 
Art der Darstellung, welche auf dem Wege der Bech- 
nung diese Eigenschaften ergründet, mag als „projek- 
tive Geometrie*' bezeichnet werden. 

Wir werden im Folgenden nicht streng eine 
Methode zur Durchführung bringen, sondern, wie es 
für den Anfänger vorteilhafter erscheint, eine ge- 
mischte Methode anwenden. 

Das Gesetz der Dualität. 

7. Wenn in der Geometrie der Lage ausschliesslich 
die Operationen des Projizierens und Schneidens Ver- 
wendung finden, so muss es möglich sein, der Ablei- 
tung irgend eines Satzes durch Aenderung der ur- 
sprünglich gegebenen Elemente eine zweite Ableitung 
gegenüberzustellen, in der durchweg an Stelle der 
einen Operation die andere getreten ist. Man erhält 
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dann einen zweiten Satz., das' Gegenbild des. ersten 
Satzes, den man auch direkt aus dem ersten {olgern 
kann, vermöge des Gesetzes der Dualität oder der B>e- 
ciprocität, durch das die ganze Geometrie der Lage 
in zwei Hälften geteilt wird. Wir erhalten, für dies Ge^ 
setz verschiedene Fassungen , je nachdem wir uns auf 
die Geometrie in der Ebene oder im Bündel beschran-. 
ken oder den B.aum ohne jede Beschränkung heran- 
ziehen. Wir wollen diese Beziehungen in einer Ta- 
belle zur Darstellung bringen , indem wir immer ^wei 
sich „dual" entsprechende Begriffe oder Sätze links 
und rechts auf die gleiche Zeile setzen; 

a) Dualität in der Ebene: 



Punkt. 
Zwei Punkte bestim- 
men eine Verbindungs- 
linie. 

Drei Punkte liegen auf 
einer Geraden. 
Punktreihe. 

u. s. f. 



Gerade. 
Zwei Gerade bestim- 
men einen Schnittpunkt» 

Drei Gierade gehen 
durch einen Punkt. 
Strahlenbüschel. 



b) Dualität im Bündel: 



Strahl. 
Zwei Strahlen bestim- 
men eine Ebene. 

Drei Ebenen gehen 
durch eine Gerade. 
Ebenenbüschel. 



Ebene. 
Zwei Ebenen bestim- 
men eine Gerade. 

Drei Gerade liegen in 
einer Ebene. 

- Strahlenbüschel. 



u. s. f. 



Die nneigentlichen Elemente. 
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c) Dualität im Baume: 



Punkt 
Zwei Punkte bestim- 
men eine Yerbindungs- 
gerade. 

Gerade. 
£bene. 
Drei Punkte bestim- 
men eine Ebene. 

Punktreihe. 

Strahlenbüschel. 

Ebenenbündel. 



Ebene. 
Zwei Ebenen bestim- 
men eine Schnittgerade. 

Gerade. 

Punkt. 
Drei Ebenen bestim- 
men einen Schnitt- 
punkt. 

Ebenenbüschel. 

Strahlenbüschel. 

Punktfeld. 



U. 8. f. 

* 

Wir werden im Folgenden vielfach Gelegenheit 
haben, namentlich das Dualitätsgesetz der Ebene an- 
zuwenden. Eine Betrachtung^ die z. B. für zwei Punkt- 
reihen durchgeführt ist, können wir ohne weiteres auf 
zwei Strahlenbüschel übertragen. 

In der Geometrie des Masses gilt das Duali- 
tätsgesetz nicht mehr in aller Strenge; wohl aber 
können wir Analogien auffinden. 

§ 3. Die nneigentlichen Elemente« 

Der unendlich ferne Punkt einer Geraden. 

8. Den in (5) besprochenen Prozess des Schneidens 
konnten wir nicht mehr zur Durchführung bringen, 
wenn die in Betracht zu ziehenden Elemente parallel 
waren, z. B. bei zwei parallelen Geraden. Wir wollen 
nun sehen, wie wir, wenigstens formal, den genannten 
Prozess auch auf diesen Fall ausdehnen können. 
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Schneiden wir (Fig. 1) einen Strahlenbüschel S 
mit einer Geraden g^ die in der Ebene des Büschels 
liegt, ohne ihm anzugehören. Die einzelnen Strahlen 
a, b; c, d . . . . des Büschels mögen von g in A, B^ €), 
D . . . . getroffen werden. Dann gibt es nach den Vor- 
aussetzungen der Euclidischen Geometrie durch S eine 
und nur eine Parallele q zur Geraden g. Indem wir 
diese Annahme machen, wollen wir ausdrücklich be- 
merken, dass wir nicht imstande sind, dieselbe durch 
mathematische Schlüsse zu beweisen, dass wir sie viel- 
mehr als eines der grundlegenden Axiome voraus- 
schicken müssen. Würde man statt desselben ein an- 
ders lautendes Axiom an die Spitze stellen, so erhielte 
man ein anderes, in sich aber ebenso logisch geschlos- 
senes System einer Geometrie. 

Demnach schneiden alle die unendlich vielen Strah- 
len des Büschels S die Gerade g je in einem Punkte, 
nur der Parallelstrahl q liefert keinen Schnittpunkt 
mit g. Es ist nun namentlich für die einfachere For- 
mulierung allgemeiner Sätze ein Vorteil^ diese Aus- 
nahmestellung des Parallelstrahles wenigstens in dem 
Ausdruck zu beseitigen. Wir erreichen dies, indem 
wir uns so ausdrücken: „Der Parallelstrahl q schnei- 
det die Gerade g in einem unendlich fernen Punkt Q^'. 
Zu den im Endlichen gelegenen, eigentlichen Punkten 
der Geraden g nehmen wir also noch einen „uneigent- 
lichen", fingierten, hinzu, dem wir uns in der Vorstel- 
lung nähern, wenn wir die Gerade nach der einen 
oder andern Seite über alle Grenzen hinaus verlängern. 
Man kann sich auch einen Strahl denken, der sich 
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um S dreht und diesen kur^ vor und nach der Lage 
betrachten, in der er zu g parallel ist. 

Wir wollen diesen uneigentlichen (adjungierten), 
unendlich fernen Punkt der Geraden mit Q bezeichnen 
und durch Hinzafügung eines Pfeiles andeuten, dass 
er auf der Geraden g im Unendlichen liegt. 

Ziehen wir in der Ebene des Strahlenbüschels S 
irgend eine weitere Gerade h parallel zu g, so werden 
wir auch von dieser Parallelen h sagen, dass sie durch 
den nämlichen, unendlich fernen Punkt Q geht. Ein 
unendlich ferner Punkt ist folglich gleich bedeutend 
mit einer „bestimmten Richtung". Die Gesamtheit 
von unendlich vielen, zu einander parallelen Geraden, 
die alle in einer Ebene liegen, wird nach dieser 
Anschauung aufzufassen sein als ein Strahlenbüschel 
dessen Mittelpunkt der den sämtlichen Parallelen ge- 
meinsame unendlich ferne Punkt ist. Ein solcher 
Strahlenbüschel heisst wohl auch ein „Parallelstrahlen- 
büschel. 

In entsprechender Weise bilden alle Geraden im 
Räume, die zu irgend einer Geraden g parallel laufen, 
also alle die gleiche Richtung haben ^ einen „Parallel- 
strahlenbündeP . 

Die unendlich ferne Gerade einer Ebene. 

9. Nehmen wir jetzt eine Ebene als gegeben an, so 
liegen in ihr in jeder Richtung Punkte im Unendlichen. 
Alle diese uneigentlichen Punkte werden eine gewisse 
Mannigfaltigkeit bilden, und jede Gerade g der Ebene 
hat mit derselben einen Punkt gemein, nämlich den 
unendlich fernen Punkt dieser Geraden g. 

Doehlemann, Projektive Geometrie. 2 
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Wenn wir also sagen : die unendlich fernen Punkte 
der gegebenen Ebene liegen auf einer „unendlich fer- 
nen" Geraden, so ergibt sich der unendlich ferne Punkt 
einer Geraden g dieser Ebene als Schnittpunkt der- 
selben mit dieser ^,unendlich fernen" Geraden. Natür- 
lich entzieht sich das Unendliche jeder Vorstellung. 
Wenn wir aber diese uneigentliche Gerade einer Ebene 
hinzunehmen, so können wir unter dieser Annahme, 
vorausgesetzt , dass sich im weiteren Verlauf keine 
Widersprüche ergeben^ das Unendliche formal wie das 
Endliche behandeln. 

Eine Ebene enthält also eine unendlich ferne Ge- 
rade. Sie ist gegeben, sobald die Ebene gegeben ist. 
Alle Punkte dieser unendlich fernen Geraden liegen 
im Unendlichen, sind also uneigentliche. Diese unend- 
lich ferne Gerade hat auch keine bestimmte E.ichtung. 
Irgend zwei parallele Gerade dieser Ebene schneiden sich 
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene. Wir 
können jetzt z. B. allgemein sagen: zwei Gerade in 
einer Ebene bestimmen einen Schnittpunkt. 

Die unendlich ferne Ebene des Raumes. 

10. Um diese Anschauung nun weiter für den £,aum 
auszubilden, sei S der Mittelpunkt eines Ebenenbün- 
dels, e eine ihm nicht angehörende Ebene. Jede Ebene 
des Bündels liefert mit e eine Schnittgerade. Ferner 
giebt es nach den Sätzen der Elementargeometrie durch 
S eine und zwar nur eine Parallelebene § zu e. Diese 
Ebene i allein liefert mit e keine Schnittgerade. 
Um nun nicht alle Sätze, die sich auf die Schnittlinie 
zweier Ebenen beziehen, für parallele Ebenen beson- 
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ders formulieren zu müssen , drücken wir uns so aus: 
Die Farallelebene | hat mit e eine uneigentliche, un« 
endlich ferne Gerade gemein. Dies stimmt dann auch 
zusammen mit den Anschauungen von 9). Weiter 
gehen alle zu e parallelen Ebenen durch die gleiche 
unendlich ferne Gerade. Sagen wir von parallelen 
Ebenen, sie haben die gleiche ,,Stellung^', so ist also 
eine unendlich ferne Gerade im B.aum durch die Stel- 
lung einer Ebene bestimmt. 

Alle zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen 
bilden einen Ebenenbüschel ^ dessen Achse die durch 
die Stellung der Parallelebenen gegebene unendlich 
ferne Gerade ist. 

„Eine Ebene ist parallel einer Geraden^^ heisst: 
die Ebene geht durch den unendlich fernen Punkt der 
Geraden. 

Im Baume können wir unendlich viele, unendlich 
ferne Punkte und Geraden aufsuchen. Jede Gerade 
enthält einen unendlich fernen Punkt, jede Ebene eine 
unendlich ferne Gerade. Wir bleiben also in Ueber- 
einstimmung mit den bisherigen Formulierungen, wenn 
wir uns so ausdrücken: Alle unendlich fernen Punkte 
und unendlich fernen Geraden des Baumes erfüllen 
eine Ebene, die „unendlich ferne'' Ebene des Baumes. 

Sie enthält lauter uneigentliche Elemente und hat 
keine bestimmte Stellung, 

So z. B. können wir den Satz: „Zwei Punkte 
bestimmen eine Yerbindungsgerade'^ jetzt ganz allge« 
mein aussprechen. Liegen beide Punkte im Endlichen, 
so ist die durch sie bestimmte Gerade die Yerbin« 
dungslinie ; ist einer der beiden gegebenen Punkte ein 
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tinendlich femer, so ist die Yerbindungsgerade die 
Parallele, welche durch den einen Punkt parallel zu 
der £,ichtung geht, in welcher der andere gegebene 
unendlich ferne Punkt liegt ; sind die beiden gegebenen 
Punkte unendlich fern, d. h. hat man zwei Gerade, 
auf denen im Unendlichen die beiden gegebenen Punkte 
liegen sollen, so ist die Verbindungsgerade eine be- 
stimmte unendlich ferne Gerade. Eine Ebene, welche 
zu den beiden gegebenen Geraden parallel ist, giebt 
die Stellung aller Ebenen, die durch diese unendlich 
ferne Gerade hindurchgehen. 

§ 4. Die Perspektive Beziehung der Grandgebilde. 

Punktreihe und Strahlenbüschel in 
perspektiver Lage. 

11. Wenn wir wie in 8) Fig. 1 einen Strahlenbüschel 
S mit einer Geraden g zum Schnitt bringen, so ent- 
spricht jedem Punkte von g ein Strahl des Büschels, 
nämlich der durch ihn hindurchgehende. Nehmen wir 
auch den unendlich fernen Punkt Q von g hinzu und 
behandeln ihn im Ausdruck wie einen (eigentlichen 
Punkt, so entspricht ihm der Strahl q des Büschels. 
Damit ist also auch die Zuordnung zwischen den Punkten 
der Punktreihe und den Strahlen des Büschels eine 
ausnahmslose geworden. Weil jedem Element des einen 
Gebildes ein und nur ein Element des andern Gebildes 
entspricht, so sagen wir, die beiden Gebilde, Punkt- 
reihe und Strahlenbüschel, seien „eindeutig** aufeinander 
bezogen. Ferner liegen je zwei entsprechende Elemente 
in einander. 

Wir nennen diese Beziehung zwischen der Punkt- 
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reihe und dem Strahlenbüschel eine „Perspektive". Dies 
ist zunächst nur ein anderer Ausdruck dafür^ dass die 
Punktreihe ein Schnitt des Strahlenbüschels ist. Ebenso 
nennen wir die Punktreihe, wonach eine Gerade einen 
Ebenenbüschel schneid et; oder den Strahlenbüschel, in 
welchem eine Ebene einen Ebenenbüschel trifft, per- 
spektiy zu dem Ebenenbüschel. Das Z^eichen für 
perspektiv ist =^, 

Auch das Punktfeld, welches irgend eine Ebene 
aus einem Strahlenbündel ausschneidet, wird perspektiv 
zu dem Strahlenbündel sein. 

Perspektive Punktreihen. 

12. Um jetzt auch gleichartige Grundgebilde eindeutig 

aufeinander zu beziehen, bringen wir einen Strahlen- 

büschel S zum Schnitt mit zwei Geraden g und g^ seiner 

Ebene, von denen keine dem Büschel angehört (Fig. 2). 




Fig. 2. 
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Irgend ein Strahl a trifft g in A, g^ in A^, ein Strahl 
b liefert die Schnittpunkte B und Bj u. s. f. Jedem 
Punkte der einen Punktreihe z. B. A entspricht, dann 
ein und nur ein Punkt A^ der andern Punktreihe 
und dies bleibt auch richtig für die unendlich fernen 
Punkte Q und B.^ von g und g^. Denn diesen ent- 
sprechen die Punkte Q^ und B^ in denen die durch 
S zu g und g^ gezogenen Parallelstrahlen q und r die 
Träger g und g^ bezüglich schneiden. 

Dadurch sind die Punktreihen g und g, eindeutig 
aufeinander bezogen. Je zwei entsprechende Punkte 
liegen auf dem nämlichen Strahl des Büschels S. Es 
mag noch bemerkt werden, dass im Schnittpunkte von 
g und gj entsprechende Punkte E und E^ der beiden 
Punktreihen vereinigt sind. Wir nennen die beiden 
Punktreihen g und g^, die also Schnitte eines 
Büschels sind, perspektiv. 

Ebenso wird ein Strahlenbündel von zwei beliebigen 
Ebenen in Perspektiven Punktfeldern, ein Ebenenbüschel 
von zwei beliebigen Ebenen in zwei Perspektiven 
Strahlenbüscheln geschnitten. 

Perspektive Strahlenbüschel. 

13. Entwerfen wir jetzt die Figur, welcher der Fig. 2 
nach dem Dualitäts-Gesetz der Ebene (7a) entspricht. 
Wir haben dann eine Punktreihe g aus zwei Punkten 
S und Sj zu projizieren, wobei g, S und S^ einer 
Ebene angehören mögen (Fig. 3). Wir ordnen jedem 
Strahl z. B. a des Büschels S denjenigen Strahl a^ 
des Büschels S^ zu, der den gleichen Punkt A der 
Punktreihe g enthält. Dann sind die Parallelen q und 
q^ durch S und S^ zii g auch als entsprechende Strahlen 
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aufzufassen, da beide den unendlich fernen Punkt Q 
von g projizieren. Die eindeutige Beziehung der bei- 
den Büschel S und S^ ist demzufolge wieder eine 
lückenlose. Im Yerbindungsstrahl SS^ , der beiden 
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Fig. 8. 

Büscheln angehört, sind entsprechende Strahlen e 
und e^ der Strahlenbüschel vereinigt. Wir nennen 
zwei solche Büschel, welche die gleiche Punktreihe 
projizieren^ wiederum „perspektiv". 

Projicieren wir ein ebenes System aus zwei Punk- 
ten^ so sind die entstehenden Bündel ebenfalls perspek- 
tiv. Je zwei entsprechende Strahlen der Bündel enthal- 
ten denselben Punkt, je zwei entsprechende Ebenen 
dieselbe Gerade dieses ebenen Systems. 

Allgemein können wir jetzt die Definition für 
Perspektive Grundgebilde erster und zweiter Stuf e^ 
sowohl gleichartige als ungleichartige, in folgender 
Weise aussprechen. 
Deflnition : „Zwei Grundgebilde erster oder zweiter Stufe 
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heissen perspektiv^ wenn eine eindeutige Beziehung 
ihrer Elemente hergestellt ist entweder dadurch, dass 
jedes Element des einen Qrundgebildes das ent- 
sprechende Element des andern Grundgebildes ent- 
hält oder dadurch, dass je zwei entsprechende Ele- 
mente der beiden Qrundgebilde ein und dasselbe 
Element eines dritten Grundgebildes enthalten." 

§ 5. Die Massbestimmnng im Strahlenbüschel. 

14. Nachdem wir die Definition perspektiver Grund- 
gebilde durch eine reine Lagenbeziehung gewonnen 
haben, wollen wir jetzt untersuchen, welche Zusammen- 
hänge zwischen entsprechenden Elementen solcher Ge- 
bilde die Rechnung liefert. Zu dem Zweck ist es 
aber vorher nötig, die einzelnen Elemente eines Grund- - 
gebildes erster Stufe nicht bloss wie bisher in ihrer g e o > 
metrischen Anordnung, sondern auch rechnerisch 
also durch Zahlen werte^ festzulegen. 

Beginnen wir mit dem Strah« 
lenbüschel, weil dieser kein un- 
eigentliches Element enthält und 
daher die zu betrachtenden Ver- 
hältnisse un verschleiert zur Er- 
scheinung kommen. 

Winkel zweier Strahlen. 
> Trennungsstrahl. 

15. Sind a und b zwei Strahlen 
eines Büschels (Fig 4), so wollen 
wir unter ab den Winkel ver- 
stehen, den der Strahl a mit dem 
Fjg. 4. Strahl b bildet und die Reihen- 
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folge der Buchstaben soll den Sinn der Drehung angeben, 
in welchem der Winkel durchlaufen wird, also von a 
nach b hin. Dann ist dieser Ausdruck ab doppel- 
deutig; denn es kann darunter jeder der in der 
Figur bezeichneten Winkel verstanden werden. 

Hat man ferner drei Strahlen a, b; c, so können 
wir mittels derselben eine Drehungsrichtung bestimmen, 
indem wir unter dem „Sinn a b c" diejenige Drehung 
verstehen, welche a direkt nach b überführt, ohne 
dass der Strahl c dabei überschritten wird (Fig. 5). 




Fig. 6. 
Um nun im Büschel die Winkel eindeutig zu er- 
halten, wählen wir einen festen Strahl u und verstehen 
unter ab den im Sinne abu genommenen Winkel. 
Dieser ist dann eindeutig (Fig. 5). Der Hilfsstrahl 
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u möge der „ Trenn ungsstrahl" heissen. Dann zer- 
stören sich die Drehungen ab und ba und es ist 
ab + ba = oder ab = — ba 

Ist c irgend ein weiterer Strahl, so gilt, ganz un- 
abhängig von der Lage der Strahlen, die Beziehung 

ab + bc = ac oder 

ab + bc + ca = o 

und allgemein für die Strahlen a, b, c, . • . . m, n 

ab + bc + .,.. + mn + na = o 

Man kann diese Festsetzung auch so aussprechen, 
dass man durch den Trennungsstrahl den Büschel 
halbiert und sich bei der Betrachtung auf eine Hälfte 
beschränkt. 

Parameter eines Strahles. 

16. Um die einzelnen Strahlen eines Büschels durch 
Zahlenwerte festzulegen, wählen wir zwei Strahlen a 
und b als „ Fundamentalstrahlen ^ und ausserdem den Tren- 
nungsstrahl u. (Fig. 5.) Irgend ein weiterer Strahl des 
Büschels bildet dann mit den festen Strahlen a und b 
die Winkel ac und bc (die beide kleiner als 180®). 
Ist C ein Punkt von o und sind CA und CB die von 
auf a und b gefällten Senkrechten, so hat der Quo- 
tient 

^ AC __ sin ac 

BC " sin bc 
für alle Punkte des Strahles c den gleichen "Wert. 
Wir geben diesem, aus lauter positiven Zahlen gebil- 
deten Bruche das Vorzeichen +i wenn die Drehungen 
ao und be gleichen Sinn haben, dagegen das Vorzeichen 
— , wenn diese Drehungen entgegengesetzt gerichtet sind. 



Die Massbestimmnng in der Punktreihe. 27 

Dann entspricht jedem Strahl des Büschels ein 
solcher Wert ^. Den Fiindamentalstrahlen a und b ent- 
sprechen die Werte Ä = o bezw. ^=00; für die 
Halbierungslinien der Winkel ^ welche die Fundamen- 
talstrahlen bilden, ergeben sich die Werte A, = -\- 1 
und A, = — 1. Durch die Werte und 00 hindurch 
geht A, von positiven zu negativen Werten über. 

Umgekehrt kann man zu einem, auch dem Vor- 
zeichen nach gegebenen Werte Ä = Ä^ nur einen 
und immer einen zugehörigen Strahl bestimmen. Denn 
angenommen, es sei p dieser Strahl^ so muss sein: 

sin ap 

Führt man bp = ba + ap ein, so liefert eine leichte 

Hechnung : 

A,^ . sin ba 

^ *^ "~ 1 — A^ cos ba 

Damit ist der Winkel ap bestimmt; auf welcher 

Seite von a der Strahl p aber liegen muss, ergibt sich 

aus dem Vorzeichen von A^, unter Berücksichtigung 

der angeführten Verteilung der Zahlenwerte von A in 

dem Büschel. 

Anfg» 1> Man finde durch Zeichnung und Rechnung 

die Strahlen, welche den Werten + ^ ^^^ — "1 
von A entsprechen. 

§ 6. Die Massbestimmung in der Punktrelhe« 

Strecke zwischen zwei Funkten. 

17. Die Mannigfaltigkeit der Punkte einer Funktreihe 
g wird erst durch die Annahme des unendlich fernen 
Punktes U derselben zu einer zusammenhängenden, in 



28 Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde. 

dem dann die Gerade gewissermassen durch das Un- 
endliche hindurch sich schliesst. Irgend zwei Punkte A 
und B der Geraden bestimmen dann auch zunächst zwei 
Strecken, von denen die eine, der Weg von A nach B, 
endlich ist, während die andere, der Weg von A durch 
das Unendliche nach B; unendlich ist. 

Drei Punkte A, B, C bestimmen wieder einen 
„Sinn ABC'', nämlich die Bewegungs-Richtung, bei 
der wir von A direkt nach B gelangen, ohne C zu 
passieren. 

Da unendlich grosse Strecken nicht zu verwenden 
sind, so werden wir unter AB die endliche der bei- 
den oben erwähnten Strecken verstehen. Dies stimmt 
aber damit überein, dass wir den unendlich fernen 
Punkt U als „ Trennungs-Punkt" einführen, ganz wie 
in 15) beim Büschel den Trennungsstrahl. Unter AB 
ist die im „Sinne ABU" genommene Strecke zu ver- 
stehen. 

Dann ist offenbar 

AB + BA = oder AB = — BA 
nd iür drei Punkte gilt, wie immer sie auch liegen, 
die Belation 

AB + BO = AC oder 
AB + BC + CA = o 
und allgemein für die Punkte A, B. C . . . . M, N 
AB + BC + .... + MN '+ NA = o 

Parameter eines Punktes. 

18. Um nun die einzelnen Punkte der Punktreihe 
durch Zahlenwerte festzulegen, gehen wir von zwei festen 
Punkten A und B aus, den „Fundamentalpunkten". 
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Irgend ein Punkt C der Fnnktreihe bestimmt dann 
den Streckenquotient 

BC 

Diesem Quotienten, dessen Zähler und Nenner die 
Masszahlen der Strecken AC und BC enthält, geben 
wir das Vorzeichen +^ wenn AC und BC in gleicher 
Richtung laufen, C also nicht auf der Strecke AB 
gelegen ist, dagegen das Vorzeichen — , wenn AC und 
BC nach entgegengesetzten Richtungen sich erstrecken, 
also C auf der Strecke AB liegt. Dann bestimmt 
jeder Punkt der Geraden einen solchen Parameterwert 
A, Dem Werte Ä = o entspricht der Punkt A, dem 
"Werte <;i = oo der Punkt B; X = 1 liefert den un- 
endlich fernen Punkt, woraus andererseits analytisch 
dessen Berechtigung folgt. 

Umgekehrt gibt es stets nur einen Punkt derart, 
dass für ihn dieser Quotient einen auch dem Vorzeichen 
nach gegebenen Wert Z = Aq hat. Denn ist P der 
gesuchte Punkt, so muss sein 

BP "" 
oder, wenn BP = BA + AP gesetzt wird 

AP =T^ • BA. 
1 — x^o 

Wählen wir, was das einfachste ist, eine bestimmte 
Richtung auf der Geraden, etwa die Ton A nach B, 
alB die positive, so sind alle im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufenen Strecken negativ zu rechnen. Es er- 
gibt sich dann aus der letzten Gleichung die Strecke 
AP samt ihrer Richtung. 
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Anfg« 2. Man zeichne und berechne die Punkte, wel- 
che den Werten — 1» + -^, — -^ des Para- 

meters X entsprechen. 
Für das dritte Grundgebilde erster Stufe, den Ebenen- 
büschel, brauchen wir keine eigene Betrachtung durch- 
zuführen: wir schneiden ihn mit einer Ebene; etwa 
senkrecht zur Achse, in einem Strahlenbüschel und er- 
halten die Ebenen des Büschels dann durch die Para- 
meterwerte, welche die Strahlen dieses Strahlenbüschels 
liefern. 

§ 7. Das Doppelrerhältnis. 

Doppel Verhältnis von vier Punkten, 
19. Sind in einer Punktreihe gausser den zwei Funda- 
mentalpunkten A und B zwei weitere Punkte C und 
D gegeben und bestimmen wir für diese nach der in 
18) gegebenen Festsetzung die Strecken Verhältnisse 

^öp und pj^, so können wir aus diesen beiden das 

neue Verhältnis bilden: 

AC AD 
BC • BD 
Dieser Ausdruck wird sich als charakteristisch für 
die Lage der vier Punkte A, B, C, D erweisen. Wir 
nennen ihn, seiner Bildung gemäss, das „Doppelver- 
hältnis" der vier Punkte und bezeichnen ihn durch 
(ABCD). Wir haben also folgende 
Delinition : Unter dem Doppel Verhältnis von vier Punkten 
einer Geraden verstehen wir den Ausdruck 

, , ^^^, AC AD 
(ABCD) = 50 ^ BD 
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wobei jedes der einzelnen Verhältnisse mit dem ihm 
nach 18) zukommenden Vorzeichen zu versehen ist. 
Die vier Punkte erscheinen dabei in zwei Gruppen ge- 
teilt, welche zunächst nicht gleichartig behandelt sind. 
Denn A und B dienten als Fundamentalpunkte und 
C und D wurden auf diese bezogen. Es ist aber sofort 
zu beweisen, dass diese beiden Punktpaare in dem 
Ausdruck des Doppelverhältnisses ganz die gleiche 
Holle spielen. Denn es ist ja 

.r^.r.. CA CB AC BC ,,^^-^, 

(CDAB) =—:— = —:—= (ABCD). 

Man darf also die beiden Punktpaare miteinander 
vertauschen. 

Getrennte Punktpaare. 

20. Für die gegenseitige Lagenbeziehung zweier 
Punktgruppen A, B und C, D sind nun folgende zwei 
Fälle als wesentlich zu unterscheiden: 

a) Die beiden Punktpaare A, B und C, D liegen 
so, dass man beim XJebergang von A nach B auf dem 
einen oder andern "Wege einen der Punkte oder D 
passieren muss (Fig. 6 * ). Von den Punkten C und D 

J ' ^ S ^ 

Flg. 6a. 
^ J ^3^ 



Fig. 6b. 
muss dann einer auf der Strecke AB, der andere 
ausserhalb dieser Strecke gelegen sein. Wir sagen in 
diesem Falle: die beiden Punktpaare „trennen sich" 
gegenseitig. Von den beiden Teilverhältnissen in dem 
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Ausdruck des Doppelverhältnisses (ABCD) muss dem- 
nach das eine positiv, das andere negativ sein, das 
ganze Doppelverhältnis hat demzufolge einen nega- 
tiven Wert. 

b) Kann man auf einem der beiden Wege von A 
,nach B gelangen, ohne C oder D zu überschreiten, so 
trennen sich die beiden Punktpaare nicht fFig. 6^ ). 
Es liegen dann C und D beide auf der Strecke AB 
oder beide ausserhalb derselben ; die Teilverhältnisse 
in dem Ausdruck (ABCD) haben beide negativ« oder 
beide positive Vorzeichen, das Doppelverhältnis 
selbst nimmt jedenfalls einen positiven Wert an. 

Diese Eigenschaften sind auch umkehrbar. Wir 
können also sagen: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass zwei Punktpaare A; B und C, D 
sich trennen, ist die, dass das Doppelverhältnis (ABCD) 
einen negativen Wert hat. 

Doppelverhältnis von vier Strahlen. 

21. Ganz analoge Betrachtungen gelten für den Strah- 
lenbüschel. Gehen wir aus von den zwei (festen) Strahlen 
a und b und dem Trennungsstrahl u, so können wir 
für zwei weitere Strahlen c und d die Verhältnisse bilden 

sin ac sin ad 

— — i— und —. — 7-^ 
sin bc sin bd 

deren Vorzeichen nach 16) zu bestimmen sind. 

Dividieren wir den ersten Quotienten durch den 
zweiten, so nennen wir diesen Ausdruck das „Doppel- 
verhältnis" der vier Strahlen a, b, c, d und bezeichnen 
ihn durch (ab cd), so dass also 

, _ _. sin ac sin ad 
(abcd) = -; — j— : - — i-j 
^ ^ sin bc sin bd 



Das Doppelverhältnis. 33 

Der Unterschied, der zwischen den Strahlen a, b 
und C; d zunächst gemacht wurde, ist wiederum nur 
ein scheinbarer. Denn es ist ja 

, . , . sin ca sin cb sin ac sin bc , , ,v 

(cdab) = - — jT" : - — rr = j : -= — n = (abcd). 

^ ^ sin da sin db sm ad sm bd ^ ^ 

Dagegen haben wir vorerst noch einen Trennungs- 
strahl nötig. 

Für die gegenseitige Lagenbeziehung zweier Strahlen- 
paare a, b und o, d sind nun folgende Fälle charakte- 
ristisch : Man sagt : die Strahlenpaare a, b und c, d 
„trennen einander" , wenn man den Strahl a durch 
Drehung nicht mit dem Strahle b zur Deckung 
bringen kann, ohne c oder d zu passieren. (Siehe 
z. B. Fig. 10.) Kann man dagegen auf einem der 
beiden Wege a nach b überführen, ohne dabei über 
c oder d zu kommen, so trennen die beiden Strahlen- 
paare sich nicht (z. B. Fig. 1). Diese Eigenschaft 
zweier Strahlenpaare, sich zu trennen^ ist ganz unab- 
hängig von der Annahme eines Trennungsstrahles. 

Das oben definierte Doppelverhältnis (abcd) von 
vier Strahlen wird nun negativ, wenn die Strahlen a, b 
und c, d sich trennen, positiv, wenn dies nicht der Fall. 
Dann können wir aber auch auf Grund dieser Eigen- 
schaft das Vorzeichen des ganzen Doppel Verhältnisses 
bestimmen und nicht das der Teilquotienten. 

Wir lassen also jetzt den Trennungsstrahl weg; 
dann sind zwar alle Winkel, wie z. B. ac doppeldeutig, 
der Sinus dieser Winkel aber ist der gleiche, da sie 
sich zu 180^ ergänzen; die einzelnen Teilquotienten 
nehmen wir positiv^ das Vorzeichen bestimmen wir am 
ganzen Ausdruck. Wir erhalten dann die 

Doehlemann, Projektive Geometrie. 8 
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Deflnition ; „Unter dem Doppel Verhältnis (abcd) von 
vier Strahlen eines Büschels verstehen wir den Aus- 
druck 

. , - sin ac sin ad 
(abcd) = ~ — r- : - — r^ 
^ ^ sin bc sin bd 

der das positive oder negative Vorzeichen erhält, 
je nach dem die Strahlenpaare a, b und c, d sich 
nicht trennen oder trennen." 
Damit sind wir von einem Trennungsstrahl un- 
abhängig geworden. Ohne denselben können aber 
die Winkelrelationen von 15) auch nicht mehr angesetzt 
werden. 

Ganz im gleichen Sinn sprechen wir von dem 
Doppelverhältnis (ctßyS), das vier Ebenen a, ß, y, S eines 
Ebenenbüschels bilden: es ist nämlich 

, ^ ,^ sin ay sin aö 
^ ^ ' sin ßy sin ß6 
Dabei ist z. B. unter ay einer der Winkel zu ver- 
stehen, den die Ebene a mit der Ebene y bildet. 

Unveränderlichkeitdes Doppelverhältnisses 
gegenüber den Operationen des Fr ojizierens 

und Schneidens. 
22. Verbinden wir jetzt die für die Punktreihe und 
für den Strahlenbüschel unabhängig von einander durch- 
geführten Betrachtungen, indem wir den Büschel S 
mit einer Geraden g seiner Ebene zum Schnitt bringen 
(Fig. 1). Der Strahl a des Büschels schneide g in A, 
der Strahl b in B u. s, w. Da wir von jedem Strahl 
des Büschels immer den Kalbstrahl auszeichnen, der 
den Schnittpunkt mit g trägt, so kommt die Betrach- 
tang eigentlich darauf hinaus, dass wir d^n ^Parallel- 
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strahl u durch S zu g als Trennungsstrahl einführen. 
Schneidet ferner der durch S senkrecht zu g gehende 
Strahl t in T diese Gerade^ so ist 

(1) 2 A SAG = SA . SC . sin ac = ST . AG 

(2) 2 A SBC = SB . SC . sin bc = ST . BC 

(3) 2 4 SAD = SA . SD . sin ad = ST . AD 

(4) 2 A SBD = SB . SD . sin bd = ST . BD 

Alle von S aus laufenden Strecken SA, SB u. s. f. 
wollen wir als positive Zahlen nehmen. Dann folgt 
aus (1) und (2) durch Division 

SA . sin ac AC 

^^' SB . sin bc "" BC 

Hier stimmt das nach 18) bestimmte Vorzeichen 
des Streckenquotienten rechts mit dem nach 16) zu be- 
stimmenden Vorzeichen des Sinusquotienten links über- 
ein, wie sich geometrisch sofort ergibt. Ebenso liefern 
die Gleichungen (3) und (4) 

SA . sin ad AD 

^^^ SB . sin bd "~ BD 

Aus (5) und (6) folgt dann durch Division : 
(7) (abcd) = (ABCD) 

also 

Satz 1« „Das Doppelverhältnis von vier Strahlen eines 
Büschels ist gleich dem analog gebildeten der vier 
Schnittpunkte, welche irgend eine Gerade mit den 
vier Strahlen liefert".*) 

Schneiden wir den gleichen Büschel noch mit einer 



*) Pappus von Alexandria (4. Jahrh. n. Chr.) Mathematlcae collec- 
tiones. 
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zweiten Geraden g^ (^ig* 2)> so folgt, dass auch 
(Aj Bj Cj Dj) = (abcd); also in Verbindung mit (7) 

(8) (ABCD) = (A, B, C, DJ oder 

Satz 2» „Irgend vier Strahlen eines Büschels werden 
von jeder Geraden in vier Punkten von gleichem 
Doppelverhältnis geschnitten". 
Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Pro- 
jiziert man vier Punkte einer Geraden von einem be- 
liebigen Punkte aus auf eine andere Gerade^ so bleibt 
das Doppelverhältnis der vier Punkte unverändert. Eben- 
so zeigt die Betrachtung von Fig. 3, dass 

(ABCD) = (abcd) = (a, b^ c^ d,) also 

(9) (abcd) = (a^ b^ c^ dj oder 

Satz 3> n Irgend vier Punkte einer Geraden werden aus 
jedem Punkte durch vier Strahlen von gleichem Dop- 
pelverhältnis projiziert." 

Für den Ebenenbüschel gelangen wir zu ganz 
ähnlichen Sätzen. Sind a, /?, y, 6 vier Ebenen eines solchen, 
so ist, wie man leicht ableitet, das Doppelverhältnis 
(aßyS) derselben identisch mit dem Doppelverhältnis 
der vier Schnittpunkte, die irgend eine Gerade mit den 
vier Ebenen liefert oder auch mit dem Doppelverhältnis 
der vier Strahlen, wonach irgend eine Ebene die vier 
Ebenen trifft. Diesen Satz und die drei vorigen Sätze 
können wir in dem allgemeinern zusammenfassen: 
Satz 4« ^In zwei Perspektiven Grundgebilden erster 
Stufe bilden irgend vier Elemente des einen Grundge- 
bildes und die ihnen entsprechenden des andern das 
gleiche Doppel Verhältnis." 
Damit haben wir für Perspektive Grundgebild» 
erster Stufe ausser der Lagenbeziehung auch eine 
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metrische Beziehung gefunden, welche entsprechende 
Elemente solcher Gebilde miteinander verknüpft. 

Endlich können wir die Operation des Schneidens 
oder Projizierens nicht bloss einmal, sondern auch öfter 
vornehmen, ohne dadurch den Wert des Doppelver- 
hältnisses von vier Elementen zu ändern. Wir erhalten 
demgemäss ganz allgemein 

Satz 5« „Leitet man aus vier Elementen eines Grund- 
gebildes erster Stufe durch die beliebig oft angewand- 
ten Operationen des Projizierens und Schneidens vier 
neue Elemente eines andern Grundgebildes ab; so ist 
das Doppelverhältnis der ersten vier Elemente gleich 
dem analog gebildeten Doppelverhältnis der letzten 
vier entsprechenden Elemente. Das Doppelverhältnis 
von vier Elementen eines Grundgebildes erster 
Stufe erweist sich also diesen Operationen gegen- 
über als eine unveränderliche (invariante) Zahl.** 



II. Abschnitt: 

Harmonische Gebilde. 

§ 8. Weitere Eigenschaften des Doppelverhältnisses. 

Die Werte der Doppelverhältnisse, die 
sich aus vier Elementen bilden lassen 
23. Den Begriff des Doppelverhältnisses müssen 
wir noch nach verschiedenen Bichtungen hin weiter 
untersuchen. 

Sind vier Elemente eines einförmigen Grundgebildes 
z. B. vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe gegeben, 
so können wir sie auf 24 verschiedene Arten zu einem 
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Doppelverhältnisse zusammenfassen, da man aus vier 
Elementen 24 Ausdrücke ABCD, ABDC u. s. f. bilden 
kann. Nicht alle diese Ausdrücke sind aber ihrem' 
Zahlenwert nach verschieden. Wir sahen schon in 19), dass 

(1) (ABCD) = (CDAB) 

Femer ist auch 

rB ADCi _ BI> . ßC _AC . AD 

(B ADC; - ^^ . -j^-^^ • 35 also 

(2) (BADC) = (ABCD) 

Vermöge der in (1) und (2) ausgedrückten Sätze: 
können wir nun aus einem Ausdruck wie (ABCD) noch 
drei andere ableiten, die den gleichen Zahlenwert be- 
sitzen, nämlich 

(ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA) 

Die 24 verschiedenen Ausdrücke liefern also 
höchstens 6 verschiedene Zahlenwerte. Ist aber etwa 
(ABCD) = -^, so können wir die übrigen Zahlenwerte 
durch diesen einen wie folgt ausdrücken. Es ist zunächst, 
wie sich sofort ergibt, 

Ferner wird 
.AORD^ - A^ . j^_ (AG + OB) (CA + AD) 

_ AC. AD + OB. CA + AC. CA 

- ^+ CB. AD 

^ . AC. (BC + CA + AD) , 

= ^ + CB. AD - ^ 

Also 
(4) (ACBD) = 1 — (ABCD) = 1 - it. 
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Ganz ähnlich beweist man, dass 

(ABCD) A 



(5) (ADCB) = 



(ABCD) — 1 ^-1 

Als Endresultat ergeben sich demnach folgende 
6 verschiedene Werte, von denen jeder in vierfacher 
"Weise geschrieben werden könnte: 



(ABCD) = Ji 
(ACBD) = 1 - ;i 
(ADCB) = 



(ABDC) =4 
(ACDB) =4^ 

(ADBC) =^^ 



X — X 

Das Doppelverhältnis als Koordinate. 

24. Halten wir jetzt von den vier Punkten ABCD 
drei, etwa A, B, C fest, während D die Funktreihe durch- 
wandert, so wird das Doppel Verhältnis (ABCD) für 
jede Lage von D einen bestimmten Wert annehmen. 
Fällt insbesondere D in den unendlich fernen Punkt 
der Funktreihe, den wir mit Dqq bezeichnen wollen, 
so wird 

(Ai50UQo)-gg-. gö^- Bc" 

AD 

weil der Quotient ^^^ = 1 nach 18). Es reduziert 

sich also für diesen Punkt das Doppelverhältnis auf 
ein einfaches Streckenverhältnis. Es wird aber ferner 
auch jeder Zahlenwert nur bei einer Lage des Punktes 
erreicht, wie aus dem folgenden Satze sich ergiebt: 

Satz 6: „Sind drei Punkte A, B, C auf einer Punkt- 
reihe gegeben, sowie ein Zahlen wert X von bestimmten 
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Vorzeichen , so gibt es einen und nur einen Punkt 
D der Punktreihe, welcher mit A, B und C ein 
Doppelverhältnis (ABCD)=;i bildet." 

Denn es ist für diesen gesuchten Punkt D 
(ABCD) = ^=^ :4g-, also ^^ ' ^^ 



BC BD ' BD ä' BG 

TT* -cLO , , ^.^ 

Hier muss ijött nait einem bestimmten Vor- 
zeichen versehen werden vergl. 18.), so dass auch 
-^pT der Grösse und dem Vorzeichen nach gegeben 

ist, also ist D eindeutig festgelegt. 

Natürlich gilt der eben bewiesene Satz in ent- 
sprechender Weise auch für den Strahlen- und Ebenen- 
büschel. Hält man drei Elemente eines Grundgebildes 
erster Stufe fest, so kann man die Lage eines vierten be- 
weglichen Elementes festlegen durch den Zahlenwert des 
Doppelverhältnisses, welches dieses vierte Element mit 
den drei festen bildet. Das Doppelverhältnis dient 
also als Koordinate, deren Zahlenwerte die einzelnen 
Elemente liefern. 

Autg* S* Gegeben sind die Punkte A; B, C einer 
Punktreihe in der in der Figur 7 angegebenen 
Anordnung. Man untersuche den Verlauf des Doppel- 
verhältnisses (AB OD), wenn D die Punktreihe 
durchläuft. 

J ^ l 

■ — — — . 

Fig. 7. 
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Eine einfache Betrachtung liefert folgende Zu- 
sammenstellung : 

AC 
D im Unendlichen: . . . (A B C D) = -pp 

D geht vom Unendlichen bis A : (ABC D) 

D fällt nach A: „ 

D geht von A bis B: . . . „ 

D fällt nach B: 

D geht von B nach G: . . . 

D fällt nach C: 

D geht von G ins Unendliche: 

Wir wollen noch ausdrücklich bemerken, dass 
(ABCD) bloss dann den Wert +1 annimmt; wenn der 
bewegliche Punkt D nach G rückt. — Man führe die 
entsprechende Betrachtung durch für eine andere An- 
ordnung der Punkte A, B, G. 
Anfg« 4« Gegeben sind drei Punkte A, B, G einer 

-^ '\ 
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Geraden (Fig. 8); man konstruiere einen l^unkt D 
auf der Geraden , so dass (A B C D) = — '/j 
Lösung. Wir ziehen durch C irgend eine Gerade 
und tragen auf ihr die entgegengesetzt gerichteten 
Strecken C A^ = 2 , CB^ = 3 ab unter Zugrundelegung 
einer ganz beliebigen Masseinheit, konstruieren den 
Schnittpunkt S der Verbindungslinien AA^ und BB^ 
und ziehen durch S eine Parallele zu A^ B^ , dann 
schneidet diese Parallele die gegebene Gerade im ge- 
suchten Punkte D. Denn wenn wir C gleichzeitig mit 
Oj bezeichnen ; den unendlich fernen Punkt von SD da- 
gegen D^ und die Strahlen von S nach A; B, 0, D 
der Heihe nach a; b; C; d nennen, so ist nach 22) 
bezw. 24) 

(abcd) = (A B CD) = (Ä, B,C,D.) =|^§= - -3- 
Man konstruiere auch noch den Punkt D; für 
welchen (A B C D) = + -^-^ 

§ 9. Das harmonische Doppelyerhältnis. 
Definition harmonischer Elemente. 

25. Gehen wir von drei beliebigen Punkten A, B, C 
einer Punktreihe aus, so können wir nach Satz 6 
immer einen und nur einen Punkt D des Trägers 
finden, für welchen (ABCD) = — 1. Vier solche 
Punkte haben besonders wichtige geometrische Eigen- 
schaften. Wir stellen die Definition auf: 

„Vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe heissen 
harmonisch , wenn das Doppelverhältnis (ABCD) 
= — 1." 
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Es sind die Punkte A und B einersetls , C und D 
andererseits einander zugeordnet und aus 20) folgern 
wir unmittelbar, dass die Punktpaare A,B und C, D 
sich trennen. Man sagt deswegen wohl auch , dass zwei 
solche Punktpaare sich harmonisch trennen.** 

Ganz entsprechend sind vier harmonische Strahlen 
a^ b, c, d eines Strahlenbüschels oder vier harmonische 
Ebenen (a ßy 6) eines Ebenenbüschels dadurch definiert^ 
dass bezüglich (ab cd) = — 1 oder {a ß y 6) = — 1. 

Die 6 Werte von Doppel Verhältnissen , welche sich 
nach 23) aus vier Elementen bilden lassen, reduzieren 
sich bei vier harmonischen Punkten, also für Ä = — 1 , 
ersichtlich auf die folgenden 3 Werte: — 1, 2, */■• 

Natürlich trennen sich auch hier wieder die beiden 
Paare von zugeordneten Elementen. Ferner folgt aus 
Satz 5 von 22) noch: 

Satz 7; Vier harmonische Elemente eines Grundgebildes 
erster Stufe gehen durch die Operationen des Schnei- 
dens und Projizierens stets wieder in vier harmo- 
nische Elemente über.^^ 

Konstruktion harmonischer Elemente. 

26. Sind drei Punkte A, B, 0, einer Punktreihe gege- 
ben, so gibt eS; wie wir bereits wissen^ bloss einen Punkt 

D, der zu G harmonisch liegt bezüglich A und B, d. h* 
so liegt , dass 

(1) (ABCD) = — 1. 

Daraus folgt sofort 

^^^ BC "~ BD 

Die Punkte C und D teilen also die Strecke 
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A B, abgesehen vom Vorzeichen, im gleichen Ver- 
hältnis. Diese Bemerkung liefert folgende Konstruk- 
tion: Wir ziehen (Fig. 9) durch die gegebenen 
Punkte A und B zwei beliebige parallele Gerade AA' 
und BB' und durch C eine beliebige Linie, welche 
diese Parallelen in X und Y' trifft. Schneiden wir 

m' N "^^ ^v 



/ 



1, 7i * — 

/r 

/ 
/ 

Fig. 9. 

dann (mittels des Zirkels) die Strecke B Y = Y'B ab , 

so liefert die Verbindungslinie XY im Schnittpunkt 

mit g den gesuchten Punkt D. Misst nämlich die 

Strecke A X m Längeneinheiten, die Strecke B Y und 

die ihr gleiche BY' n Längeneinheiten, wobei m und n 

also positive Zahlen, so ist mit Rücksicht auf die 

Vorzeichen 

AC m , AD , m 

gg=--undß5 = + - 

also in der That die Bedingung (2) und folglich auch 
(1) erfüllt. 

Nehmen wir in Fig. 10 an, die gegebenen Punkte 
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Fig. 10. 
liegen so, dass C die Mitte der Strecke AB, dann 
wird offenbar m = n und XY parallel zu g, der 
Punkt D rückt ins Unendliche, also 
Satz 8 ; Die Mitte C einer Strecke AB und der 

unendlich ferne Punkt D des Trägers der Strecke 

sind vier harmonische Punkte. 

Projicieren wir diese vier harmonischen Punkte, aus 
einem Punkte S, so erhalten wir nach Satz 4 vier har- 
monische Strahlen a, b, c, d. Man benutze diese Be- 
trachtungen zur Lösung der 
Anfg, 5: Gegeben sind drei Strahlen a, b, c eines 

Büschels; man konstruiere den 4. harmonischen 

Strahl d zu c bezüglich a und b. 

Ein einfacher Satz über harmonische Strahlen er- 
gibt sich ferner durch folgende Betrachtung : Ist A B C 
ein Dreieck und halbiert man den Winkel bei A sowie 
dessen Nebenwinkel durch Linien, welche die Seite 
BC beziehungsweise in D und E treffen, so teilen nach 
bekannten planimetrischen Sätzen die Punkte D und E 
die Seite B C im Verhältnis der anliegenden Dreiecks - 
Seiten, also sind B, C, D, E harmonisch, (BCDE) 
= — 1 und es sind also auch die aus A nach diesen 
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Punkten zielenden Strahlen harmonisch, so dass wir 
erhalten: 

Satz 9 ; „Irgend zwei Strahlen und die zwei Halbierungs- 
linien der von ihnen gebildeten Winkel bilden ein 
« harmonisches Quadrupel. Die letzteren beiden zu- 
geordneten Strahlen stehen auf. einander senkrecht.^' 
Anfg» 6; Man bilde eine Umkehrung dieses Satzes. 
§ 9. Das ToUständige Tiereck. 

Geometrische Definition von vier harmo- 
nischen Punkten. 

27. Vier harmonische Punkte lassen sich nun nicht 
bloss durch die analytische Beziehung definieren, dass ihr 
Doppelverhältnis den Zahlehwert — 1 besitzt, sondern 
auch durch eine rein geometrische , durch eine Lagen- 
beziehung, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Sind vier Punkte E, F, G, H in einer Ebene ganz 
beliebig gegeben, (Fig. IIa oder Fig. 11^,) so be- 





Flg. IIa. Fig- 1»^- 

stimmen sie zunächst 6 Linien, welche je zwei dieser 
vier Punkte verbinden. Die Gesamtheit dieser 6 Linien 
nennen wir das „vollständige Viereck« der Punkte E, 
F, G, H. Die 6 Linien heissendie „Seiten« , die Punkte 
E, F, G, H die „Ecken« des Viereckes. Zu jeder 
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Seite des vollständigen Viereckes z. B. zur Ver- 
bindunglinie EF oder 1 können wie eine zweite, in 
diesem Falle die Verbindungslinie G H oder 1* finden 
derart, dass zwei solche Seiten zusammen alle die vier ge- 
gebenen Ecken des Viereckes enthalten. "Wir nennen 
zwei solche Seiten „Gegenseiten** des vollständigen Vier- 
eckes und erhalten augenscheinlich 3 Paare von Gegen- 
seiten, 1^ r* m,m*; n, n*. Je zwei zusammengehörige 
Gegenseiten liefern endlich noch einen Schnittpunkt, 
nämlich 1 und 1' den Punkt L, ra und m' den Punkt 
M und n und n* den Punkt N. Diese drei Punkte L, 
M, N heissen wohl auch „Nebenecken" des Viereckes. 
Der Zusammenhang dieser Figuren mit harmonischen 
Paukten wird nun hergestellt durch folgenden 
Satz 10; „Greift man zwei Paare von Gegenseiten 
eines vollständigen Viereckes heraus, so liefern sie 
zwei Nebenecken. Auf ihrer Verbindungslinie schnei- 
det dann das letzte Paar von Gegenseiten zwei 
Punkte auS; die zu den zwei ersten Nebenecken 
harmonisch liegen." 
Denn nehmen wir L und M als Nebenecken, die 
verbunden werden und schneidet das letzte Paar von 
Gegenseiten n^ n' diese Verbindungslinie in C und D,*) 
so hat man 

(1) (LMCD)=(EGND) 

wie sich ergibt; wenn man die links stehenden Punkte 
aus dem Punkte F auf n^ projiziert (Satz 2). Proji- 
ziert man aber die letzten vier Punkte aus K auf L M^ 
so wird 

(2) (EGND) = (MLCD) 

*) In Fig. IIb ist noch der Punkt C einzutragen statt des einen P. 
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also folgt 

(3) (LMCD) = (MLCD). 

Andererseits ist aber allgemein yergl. 23) 

(MLOD)=-^j^^ 

mithin in 3} 

(LMCD)«=1. 
Es kann also das Doppelverhältnis der vier Punkte 
L, M, C, D bloss die Werte + 1 oder — 1 haben. 
Der Wert + 1 ist aber ausgeschlossen^ da er nach 24) 
Aufg. 3 bloss erreicht wird, wenn von den vier Punkten 
des Doppel Verhältnisses zwei zusammenfallen. Dies ist 
in unserer Figur aber nicht möglich. Es muss folg- 
lich sein 

(LMCD) = — 1 

d. h. die vier Punkte liegen harmonisch. 

Es sind dann auch E^ G, N, D vier harmonische 
Punkte und die Strahlen von F oder H aus nach ihnen 
sind ebenfalls harmonisch. 

Wir benutzen diese Eigenschaft des vollständigen 
Vierecks, um eine zweite Lösung zu gewinnen für die 
Anfg« 7, Gegeben sind drei Punkte A, B, C auf einer 

Geraden; zu C den 
4. harmonischen be- 
züglich A und B zu 
konstruieren. 
Wir ziehen (Fig. 12) 
- durch den gegebenen 
Punkt C eine beliebige 
Gerade, wählen auf ihr 
zwei beliebige Punkte E 

Fig. 12. 
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und F, ziehen die Verbindungslinien EA, EB, so- 
wie FA und FB. Ist dann G der Schnittpunkt von 
FA und BE , ferner H der Schnittpunkt von FB und 
AE, so liefert GH auf der gegebenen Geraden den 4. 
harmonischen Punkt D, Der Beweis ergibt sich sofort 
aus der Betrachtung des vollständigen Vierecks EFGH. 

Natürlich kann man die verschiedensten Vierecke 
zur Konstruktion benutzen. In der Figur ist noch 
ein zweites Viereck E^ F^ G^ H^ gezeichnet. Es muss 
dann Gj H^ durch den gleichen Punkt D gehen. 

Diese Konstruktion erfordert bloss das Ziehen von 
geraden Linien, ist also mittels des Lineals allein aus- 
führbar, während bei der in 26) gegebenen Lösung auch 
der Zirkel benutzt werden musste. 

Liegen umgekehrt vier harmonische Punkte A, B, 
C, D gegeben vor und zeichnet man in der eben durch- 
geführten Weise zu A und B den 4. harmonischen 
bezüglich C, so muss dieser mit D zusamipenfallen. 

Zu bemerken ist noch^ dass in Bezug auf das voll- 
ständige Viereck die beiden Punktpaare der harmoni- 
schen Gruppe eine verschiedene Bolle spielen, indem 
nämlich A und B Nebenecken sind, während durch 
C und D die Gegenseiten laufen. Wir wissen aber 
schon aus dem Früheren (19), dass die beiden Punkt- 
paare in einem Doppelverhältnis durchaus überein- 
stimmend zu behandeln sind. Auch geometrisch wäre 
für die harmonischen Punkte diese Gleichberechtigung 
der beiden Paare durch Konstruktion eines anderen 
Vierecks leicht zu erweisen. 

Anfg, 8« Die Strahlen a, b, c eines Büschels sind ge- 

Doehlemann, Projektive G eometrie. . 4 
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Fig. 13. 



geben, zu c den 4. harmonischen bezüglich a und 
b zu konstruieren. 

Wir wählen auf c einen 
Punkt N beliebig (Fig. 13), 
ziehen durch ihn zwei belie- 
bige Gerade EG und HF, 
bringen EF und HG in L zum 
Schnitt, dann ist SL der ver- 
langte Strahl d. Die Kon- 
struktion erfordert bloss das Ziehen von geraden Linien, 
ist „linear", wie wir sagen. 

Anwendungen des Satzes vom vollständigen 

Viereck. 

28. Hat man in einer Ebene zwei gerade Linien a und 
b und einen Punkt S und ziehen wir durch S be- 
liebige Gerade, welche a und b je in A, B, A*,B', u. s. f. 
schneiden (Fig. 14); ziehen wir ferner AB' und A'B, 
welche einen Punkt D liefern, A'B'^ und A^'B', welche 
sich in D* schneiden u. s. f., so liegen alle so konstru- 
ierten Punkte D auf einer Geraden, welche durch den 
Schnittpunkt T der gegebenen Geraden a und b hin- 
durchgeht. 

Denn verbinden wir 
T mit S und D und 
nennen diese Strahlen 
s und d, so sind a, b, 
s, d vier harmonische 
Strahlen, wie sich aus 
dem Viereck AA'B'B 
ergibt, also (absd) = 




Fig. U. 
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'■ — 1. Zu den drei Strahlen a, b, S; gibt es aber bloss 
einen 4. harmonischen, also müssen alle Punkte D auf 
einem Strahl durch T liegen. 

Anfg. 9. Gegeben sind in einer Ebene zwei Gerade 
a und b; deren Schnittpunkt nicht mehr gezeichnet 
werden kann und ein Punkt D. Man soll diesen 
Punkt D mit dem unzugänglichen Schnittpunkt 
durch eine Gerade verbinden. 

Man benutze den eben bewiesenen Satz und ziehe 
durch D (vergl. Fig. 14) irgend zwei Gerade AB' und 
A*B. Dann liefern AB und A*B' einen Punkt S. 
Irgend eine durch S weiter gezogene Gerade, welche 
a und b in A" und B** trifft, bestimmt einen Punkt 
D', der mit D verbunden, die gesuchte Gerade gibt. 

Anmerkung. Dem vollständigen Viereck entspricht 
nach dem Gesetz der Dualität in der Ebene (7, a) das voll- 
ständige Vierseit. Dies wird gebildet von vier ganz beliebigen 
Geraden einer Ebene, den „Seiten" des Vierseites. Diese 
bestimmen 6 Schnittpunkte oder „Ecken", welche wieder in 
3 Paare von „ Gegenecken " zerfallen derart, dass durch ein 
Paar Gegenecken alle vier Seiten hindurchgehen. Mittels 
dieser Figur erhält man dann in durchaus analoger Weise 
eine rein geometrische Definition für vier harmonische 
Strahlen. 

In der reinen Geometrie der Lage kann man harmo- 
nische Elemente auf Grund ihrer geometrischen Eigenschaft 
behandeln; das Doppelverhältnis dagegen in der hier ge- 
gebenen Definition ist auszuschliessen wegen der vorkommen- 
den Strecken oder Winkel. Irgend vier gegebene Elemente 
eines Grundgebildes erster Stufe bezeichnet man in der 
Geometrie der Lage als einen „Wurf*. 
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§ 11. Metrische Relationen bei harmonisclien Gebilden« 

29. Sind A, B, C, D vier harmonische Funkte^ so ist 
also (ABCD) = — 1 oder 

AC _ AD 
BC "" BD 

Ist weiter (Fig. 15) M die Mitte der Strecke AB* 
so können wir die letzte Gleichung auch schreiben: 

AM + MC ^ DM + MA 
BM + MC ~ BM + MD 




Fig. 16. 

Multipliziert man aus, so ergibt sich unter Rück- 
sicht auf die Gleichung AM = MB 

(1) MC . MD = MA» = MB» 

Dies liefert einen leicht in Worte zu fassenden 
Satz über harmonische Punkte. Ist umgekehrt Gleich- 
ung (1) erfüllt, so liegen die Punkte harmonisch. 

Legen wir jetzt durch die Punkte C und D irgend 
einen Kreis und von M aus eine Tangente an ihn^ so 
ist MC . MD die Potenz des Punktes M in Bezug auf 
diesen Kreis und = dem Quadrat der Tangente. Ist 
T der Berührungspunkt, so hat man demnach 

(2) MT» = MC . MD. 
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Aus (1) und (2) folgt 

MT = MA = BM 
d. h. T liegt auf dem Kreise über AB als Duroh- 
messer. Die Tangenten an die beiden Kreise in T 
stehen also aufeinander senkrecht oder anders ausge- 
drückt: die beiden Kreise schneiden sich rechtwinklig 
oder orthogonal. Wir haben also den 
Satz 11t „Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte, so 
schneidet jeder Kreis durch die beiden zugeord- 
neten Punkte und D den über AB als Durch- 
messer beschriebenen Kreis orthogonal." 
Anfg> 10> Sind a, b, c, d vier harmonische Strahlen, so 
dass also (abcd) = — 1 und ist m einer der Strahlen, 
welche den Winkel von a und b halbieren, so beweise 
man die der Gleichung (1) entsprechende Belation: 
tg(mc) . tg(md) = tg'(ma) = tg'(mb) 



III. Abschnitt. 

Die projektiye Beziehani^ der einfSrmigen 

GrandgeMIde. 

§ 12. Die konstraktiye Behandlung der projektiyen 

Beziehung. 

Definition projektiver Grundgebilde. 

30. An Perspektiven Grundgebilden erster Stufe 
haben wir im I. Abschnitt zweierlei Eigenschaften als cha- 
rakteristisch erkannt: die Eigenschaft der Lage (13) 
und die daraus sich ergebende metrische Eigenschaft 
der Gleichheit der Doppel Verhältnisse von je vier ent- 
sprechenden Elementen (22). Denken wir uns nun in zwei 
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Perspektiven Grundgebilden erster Stufe z. B. zwei Punkt- 
reihen g und gj (Fig. 2) die sämtlichen, entsprechenden 
Punkte wie A und A^, B und B^ u. s. f. in irgend 
einer Weise an den (etwa als materiell gedachten) 
Punktreihen markiert. Dann heben wir den geometri- 
schen Zusammenhang zwischen den Punktreihen g und 
gj und dem Strahlenbüschel S auf, indem wir g und 
gj in irgend eine beliebige Lage bringen. Während 
dadurch die perspektive Lagenbeziehung zerstört wird, 
bleibt die metrische Eigenschaft nach wie vor er- 
halten. Wir nennen die Punktreihen dann noch „pro- 
jektiv" — wofür auch das Zeichen /\ gebraucht wird. 
Allgemein stellen wir auf als 

Peflnition : Zwei Grundgebilde erster Stufe heissen pro- 
jektiv, wenn sie eindeutig, Element für Element, 
dadurch aufeinander bezogen sind, dass je vier Ele- 
mente des einen Gebildes und die vier entsprech- 
enden des andern das gleiche Doppelverhältnis 
bilden. 

Um uns solche projektive Grundgebilde zu ver- 
schaffen, steht uns zunächst kein anderes Mittel zu 
Gebote, als dass wir zwei Grundgebilde perspektiv auf 
einander beziehen und dann gewissermassen „ausein- 
andernehmen." Es ist aber leicht, auch direkt eine 
projektive Beziehung zwischen zwei Grundgebilden 
erster Stufe zu vermitteln. 

Konstruktion projektiver Punktreihen. 

31. Wir führen dies zunächst durch für zwei Punkt- 
reihen, deren Träger g und g^ sich in einer Ebene 
befinden mögen. Irgend drei beliebigen Punkten A, B, 
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C auf g ordnen wir drei beliebige Punkte A,, B^, Cj 
auf gj zu. "Wir verbinden (Fig. 16) A mit Aj und 




Fig. 16. 

wählen auf dieser V^erbindungslinie zwei beliebige Punkte 
S und Sj. Die Linien SB und S^B^ mögen sich in 
B, SC und SjCj in C schneiden. Wir verbinden 
B mit C durch eine Linie p, welche AA^ in A treffen 
möge. Zu einem beliebigen Punkte D von g ver- 
schaffen wir uns jetzt einen entsprechenden auf g^ in 
folgender "Weise: SD trifft p in D und S,D schneidet 
dann gj in einem Punkte D^, der dem Punkte D zu- 
gewiesen wird. Dann ist offenbar für jede Lage von 
D nach den Sätzen von 22) 

(ABCD) = (A,B,C,DJ = (ABCD) 

Beschreibt D die eine Punktreihe, so durchwandert 
Dj die andere und es sind immer die Büschel S und 
Sj je perspektiv zur Punktreihe A, B, C ... auf p 
und also auch zu einander perspektiv. Es bilden folg- 
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lieh auch irgend vier Punkte auf g und die vier ent- 
sprechenden auf gj das gleiche Doppelverhältnis. Damit 
haben wir also in der That projektive Funktreihen kon- 
struiert und gleichzeitig gefunden, dass wir drei Paare 
entsprechende Punkte beliebig annehmen können. Da- 
durch ist die projektive Beziehung dann gerade be- 
stimmt. 

Anfg. 11« Man konstruiere die Punkte, welche den 
unendlich fernen Punkten von g und g^ bezüglich 
entsprechen. — Der Schnittpunkt der beiden Träger 
g und g^ kann als Punkt von g mit E und als 
Punkt von gj mit Pj bezeichnet werden. Man kon- 
struiere die beiden entsprechenden Punkte E^ und 
P. (Siehe Fig. 16.) 

Konstruktion projektiver Strahlenbüsche L 

32. Zwei in einer Ebene befindliche Strahlenbüschel 
projektiv aufeinander zu beziehen, gelingt durch die 
entsprechende duale Betrachtung. Wir greifen im 
Büschel S drei beliebige Strahlen a, b, c heraus^ denen 
wir im Büschel Sj drei beliebige Strahlen a^, b^, c^ zu- 
ordnen (Fig. 17). Durch den Schnittpunkt von a und 

a^ ziehen wir will- 
kürlich zwei Ge- 
rade g und gj und 
bringen g in A, 
B, C zum Schnitt 
mit den Strahlen 
^ti^ a, b, c, die Gerade 
g^ hingegen mit 

Flg. 17. " a-ii lt>i> Ci in -^1» 
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Bj^ Oj. Dann liefern die Verbindungslinien BB^ und 
CCj in ihrem Schnitte einen Punkt F. Zu einem be« 
liebigen Strahl d des Büschels S finden wir nun, wie 
folgt; den entsprechenden: d trifft g in D, DP trifft 
g^ in Dj und S^D^ ist der entsprechende Strahl d, 
im Büschel S^. 

Dann ist wieder 

(a b c d) = (a^ b^ c^ d^) 
Die Punktreihen auf g und g^, welche durch ent- 
sprechende Strahlen der Büschel S und S, ausgeschnit- 
ten werden, sind perspektiv. 

Aufg« 12. „Man zeichne in den beiden projektiven 
Büscheln die Strahlen e^ und f , welche dem Ver- 
bindungsstrahl SS^ entsprechen, wenn dieser als e 
und fj genommen wird'^ 

Um eine Punktreihe und einen Strahlenbüschel 
projektiv aufeinander zu beziehen, schneiden wir den 
Büschel mit einer Geraden in einer Punktreihe und 
beziehen diese auf die gegebene Punktreihe. 

Wären ein Ebenenbüschel und ein Strahlenbüschel 
in projektive Beziehung zu setzen, so bringen wir die 
Ebene des Strahlenbüschels zum Schnitt mit dem Ebenen- 
büschel und beziehen die beiden Strahlenbüschel pro- 
jektiv aufeinander. 

Znsatz. Statt durch eine geometrische Konstruk- 
tion können wir uns die projektive Beziehung auch von 
Anfang an durch eine Doppelverhältnisrelation fest- 
gelegt denken. Sind z. B. g und g^ die Träger zweier 
Punktreihen und A, B, C, sowie A^, Bj, C^, beliebig 
auf ihnen ausgewählt, so bildet ein beliebiger Punkt D 
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auf g mit A, B, C ein Doppelverhältais von bestimm- 
tem "Wert (ABCD) = A.. Dann giebt es auf g^ 
einen Punkt D^, für welchen (Aj B^ Cj D J = <^. 
Dies ist der D entsprechende Punkt D^. Es gilt 
also die Beziehung 

(AB C D) = (A, B, C, DJ. 
Die angeführten Konstruktionen lehren, Elemente zu 
finden, die stets dieser oder einer entsprechenden Be- 
ziehung genügen. 

Es drängt sich aber noch die Frage auf: Ist 
vielleicht die soeben direkt begründete, projektive Be- 
ziehung allgemeinerer Art als die Beziehung, in der 
zwei Perspektive Grundgebilde stehen, nachdem ihre 
gegenseitige Lagenbeziehung aufgehoben ist? 

Dies ist bei den Grundgebilden erster Stufe in der 
That nicht der Fall. Denn wir wollen im folgenden 
Paragraphen zeigen, dass sich zwei projektive Grund- 
gebilde erster Stufe stets in Perspektive Lage bringen 
(perspektiv „orientieren^*) lassen. 

§ 13. Die Perspektive Orientierung projektiver Grund- 
gebilde erster Stufe. 

Projektive Punktreihen, in Perspektive 

Lage gebracht. 
33. Liegen zwei, in der soeben beschriebenen "Weise 
projektiv auf einander bezogene Punktreihen g und gj vor, 
in denen also irgend vier Punkten der einen vier Punkte, 
der andern entsprechen vom gleichen Doppelverhält- 
nis, so seien E und E^ irgend zwei einander ent- 
sprechende Punkte. Dann gilt für irgend drei weitere 
entsprechende Punktpaare A, A^ , B, Bj , C, Ci die Relation 
(1) (A B C E) = (Aj Bj Cj EJ 
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Bringen wir nun g und g^ in eine solcbe gegenseitige 
Lage, dass E^ auf E zu liegen kommt , während die 
Träger g und g^ selbst nicht zusammenfallen. Wir 
verbinden A mit A^^ B mit B^ und zeichnen den 
Schnittpunkt S dieser Verbindungsstrahlen.*) Dann 
geht auch die Linie CC^ durch diesen Funkt S. Denn 
angenommen, die Verbindungslinie SCj treffe g in C, 
so ist nach 22) 

(2) (A B C E) = (A. B. C. E.) 
also mit Kücksicbt auf (1) 

(3) (A B C E) = (A B C E) 

Dann muss aber notwendig C mit C zusammenfallen, 
also C = C sein ; denn es giebt nach 24) nur einen 
Punkt C, der mit A, B und E ein Doppel Verhältnis 
von gegebenem "Werte (ABCE) bildet. Öanz in der 
gleichen Weise zeigt man^ dass jede Verbindungslinie 
irgend zweier anderer entsprechender Funkte wie D und 
Dj etc. auch immer durch den Funkt S gehen muss. Die 
beiden Funktreihen sind also dargestellt als Schnitte 
des Büschels S, sie sind in Perspektive Lage ge- 
bracht. 

Dies ist offenbar noch auf unendlich verschiedene 
Arten möglich, da ja nur nötig war, irgend zwei ent- 
sprechende Funkte der projektiven Funktreihen im 
Schnittpunkt der beiden Träger zur Deckung zu 
bringen. Der Funkt S heisst wohl auch das „Centrum 
der Perspektivität". Wir erhalten also den 

*) Es wird dem Leser dringend geraten, die Fignren nach den 
Angaben dss Textes s t e ts selbst zu entwerfen , auch wenn sie 
beigedruckt sind. Es erleichtert das Verständnis ungemein , wenn 
man die Figur, Schritt für Schritt der Entwicklung folgend, erst all- 
mählich entstehen sieht. 
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Satz 12 : ^^Hat man zwei projektive Panktreihen g und 
g^ und liegen im Schnittpunkte der beiden Träger 
entsprechende Punkte der Punktreihen vereinigt, 
während die Träger g und g, selbst nicht zusam- 
menfallen, so liegen die beiden Punktreihen per- 
spektiv; d. h. alle Verbindungslinien entsprechen- 
der Punkte von g und g^ laufen durch einen 
Punkt, das Centrum der Perspektivität". 

Projektive Strahlenbüschel, in Perspek- 
tive Lage gebracht. 
34. Um zwei in einer Ebene befindliche, projektive 
Strahlenbüschel S und S^ in perspektive Lage zu 
bringen, greifen wir irgend zwei entsprechende Strah- 
len e und e^ heraus und bringen sie zur Deckung je- 
doch so, dass S und Si nicht aufeinander zu liegen 
kommen. Dann zeigt die duale Betrachtung, dass die 
Büschel perspektiv liegen. Dies liefert den 
Satz 13 : Liegen zwei in einer Ebene befindliche, pro- 
jektive Strahlenbüschel so, dass in der Verbindungs- 
linie ihrer Mittelpunkte entsprechende Strahlen der 
beiden Büschel vereinigt sind, während die Mittel- 
punkte nicht zusammenfallen, so sind die Büschel 
„perspektiv*^ d. h. alle entsprechenden Strahlen 
schneiden sich auf einer Geraden ; der „Achse der 
Perspektivität". 
Die Aufgabe, eine Punktreihe und einen zu ihr 
projektiven Strahlenbüschel perspektiv zu legen, ver- 
langt, den Büschel so zu orientieren, dass drei Strah- 
len a, b, c durch die ihnen entsprechenden Punkte A, 
B, C der Punktreihe gehen. (Beweis!) Dies ist auf 
Grund planimetrischer Sätze leicht durchführbar. 
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Mehr Schwierigkeiten bietet es^ einen Strahlen- 
büschel und einen zu ihm projektiven Ebenenbüschel 
in Perspektive Lage zu bringen. Wir übergehen die 
Lösung, da sie für das Folgende ohne Belang ist. 

§ 13. Anwendungen. 

35. Fügen wir noch bei, dass die in § 12 gegebenen 
Konstruktionen der projektiven Beziehung noch manche 
Spezialisierungen zulassen. So kann man z. B. 
bei der Konstruktion der projektiven Funktreihen in 
25) die auf dem Yerbindungsstrahl AA^ noch ganz 
beliebig angenommenen Funkte S und S^ auch so wäh« 
len, dass S nach A^ und S^ nach A fallt. Dann hat 
man zur Durchführung der gleichen Betrachtung 
wie damals die Linienpaare 



A B. 



AjB 



1 



A a 



zu benutzen, deren erstes einen Funkt B; das zweite 
einen Funkt C liefert, (Fig. 18), während die Verbin- 




Flg. 18. 
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dungslinie B der Perspektive Schnitt der Büschel A 
und Aj ist, den wir mit p^ bezeichnen wollen. Irgend 
zwei entsprechende Funkte D und D^ der projektiven 
Punktreihen sind daraus zu erhalten, dass das Linien- 
paar 

AD. > 

A.D 1 

einen auf p^^ gelegenen Schnittpunkt D besitzt. Kon- 
struiert man jetzt wieder die dem Schnittpunkt von g 
und gj entsprechenden Punkte, so liefert die Figur 
unmittelbar das Ergebnis, dass dies die Funkte E^ 
und F sind, in denen p, den Trägern g, und g be- 
gegnet. 

Ist nun die projektive Beziehung von g und g^ 
gegeben, so sind damit diese Punkte E^ und F und 
also auch p^ bestimmt. Ebensogut wie nach A und 
Aj hätten wir die Hilfspunkte S^ und S aber auch 
nach B und B^ oder nach C und C^ u. s. w. verlegen 
können und müssen dadurch die gleiche Achse p^ er- 
halten. Es folgt dann aber folgender 

Satz 14* „Hat man zwei projektive Funktreihen A, 
B, C . , . . und Aj^ Bj, Cj . . . . auf zwei festen Trägern 
g und gj und betrachtet alle möglichen Linien- 
paare wie 
A Bj 1 A a 1 A D, 1 B C, 1 B D, 1 . 

so liegen die Schnittpunkte, welche jedes dieser 
Liulenpaare liefert, auf einer Geraden p^, welche 
aus den Trägern g und g^ diejenigen Funkte aus- 
schneidet, die den im Schnittpunkt von g und g^ 
vereinigten Punkten entsprechen". 
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Auf^. 13. Für zwei in einer Ebene befindliche, pro- 
jektive Strahlenbüschel lässt sich ein entsprechender 
Satz aufstellen. Man beweise ihn. 

Der Satz von Desargues. 
36. Als ein Zeichen für die Brauchbarkeit dieser Be- 
trachtungen erweisen wir noch folgenden sehr bekann- 
ten Satz: 

Satz 15: „Wenn zwei in einer Ebene gelegene Drei- 
ecke Aj Bj Cj und A, B^ Cg die Eigenschaft 
haben, dass 1) die Verbindungslinien A, A , B B , 
üj Og durch einen Punkt gehen, so weiss man, dass 
2) die Schnittpunkte von Aj Bj und A, B^, A^ 0^ 
und Ag Cj, B, Cj und B^ C^ auf einer Geraden 
liegen und aus 2) folgt auch umgekehrt 1)". 

ff 




Fig. 19. 

Nehmen wir drei durch einen Punkt S gehende 
Strahlen a, b, c (Fig. 19) und auf ihnen bezüglich die 
Punktpaare Aj, A^, B^, B<j und C,, C,, so ist damit die 
Bedingung 1) für die beiden Dreiecke A^ B^ Cj und 
Aj Bj Cg erfüllt. Betrachten wir nun den Büschel S, 
80 schneidet derselbe die Geraden A^ B^ und A^, B^ 
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in zwei Perspektiven Panktreihen. Diese Perspektiven 
Punktreihen projizieren wir aus 0^ und C, beziehungs- 
weise. Dann sind diese Büsohel C^ und 0^ projektiv 
und, wie man leicht erkennt, überdies perspektiv, da 
der Yerbindungsstrahl C^ C, sich selbst entspricht. Es 
schneiden sich aber entsprechende Strahlen auf einer 
Geraden, der Achse der Perspektivität : also müssen 
auf einer Geraden S liegen: der Schnittpunkt von 
Aj Cj und Aj Cj, der Schnittpunkt von Bj C^ und 
und Bj Cj und der Schnittpunkt von Aj B^ und Aj Bg, 
(da nach ihm auch entsprechende Strahlen der Büschel 
Cj und C, laufen). Damit ist der Satz bewiesen. 
Ganz ähnlich verfährt man bei der Umkehrung des- 
selben. 

Zasatz« Liegen die beiden Dreiecke von Anfang 
an in verschiedenen Ebenen, so ergeben sich die gleich- 
lautenden Sätze durch einfache stereometrische Be- 
trachtungen. 

Analytischer Ansatz. 

37. Die rechnende Geometrie behandelt die projek- 
tive Beziehung in folgender Weise: Werden die Ele- 
mente des einen Grundgebildes erster Stufe durch die 
Werte eines Paramters ^, z. B. eines Doppelverhält- 
nisses (vergl. 24) , die eines zweiten Grundgebildes 
durch einen Parameter f* festgelegt und besteht zwi- 
schen Ä und f/t eine in Bezug auf jede dieser Grössen 
lineare Belation : 

(1) at.Äii'\-ßÄ + Yf* + 6=zo 
wo a, ß, y, 6 beliebige, aber feste Zahlenwerte sind^ 
so ordnet diese Gleichung ^ nach X oder nach fi auf- 
gelöst^ jedem Wert des einen Parameters einen des 
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andern zu. Es sind also auch die beiden Grundge- 
bilde erster Stufe dadurch eindeutig^ Element für Ele« 
menty auf einander bezogen. Weiter zeigt man: Sind 
die beiden Grundgebilde eindeutig auf einander bezogen 
und zwar durch eine solche £.e]ätion wie (1), so folgt dar- 
aus schon, dass vier Elemente des einen Grundgebildes 
und ihre vier entsprechenden das gleiche Doppelver- 
hältnis bilden ; d. h. dass die Grundgebilde projektiv 
sind. Eine Belation (1) stellt also den analytischen 
Ausdruck der Projektivität dar. 

Wir wollen dies am einfachsten Beispiel zweier 
projektiven Punktreihen g und g^ noch genauer ver-» 
folgen. Auf g wird ein Punkt willkürlich ange- 
nommen und ein beliebiger Punkt P von g durch seine 
Abscisse OP = x festgelegt; deren Zahlenwert nach 
der einen Seite positiv, nach der entgegengesetzten 
Seite negativ genommen wird. Ebenso werden die 
Punkte von g^ durch Absciasen x^ dargestellt. 
Zwischen diesen Parametern möge jetzt eine Gleichung 
bestehen 

(2) axx^ + ßx + yx^ + d = o 
Dann ist vermöge derselben auch 

yx^+ö ß^ + 6 
(3) X = . ^ und X. = — j 

^ ^ a.x^ + ß ^ ax + y 

Diese Gleichungen gestatten, zu jedem x oder x^ das 
entsprechende x^ oder x zu berechnen. Der Ausdruck 
für das Doppelverhältnis von vier Punkten P, P% 
P", P"' wird aber^ wie man sofort erkennt, 



(4) (PP'P''P'") = 



X — x" X — x'" 



X' — x" • x' — x'" 



wenn P' durch die Abscisse x' u. s. f. gegeben ist. 
Doehlemann, Projektive Geometrie. 5 
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Den vier Punkten P, P', P'', P"' entsprechen vier 
andere Punkte Pj, P/, P/', P/" auf g^, die gegeben 
sind durch die Absei ssen 

""^ """"■ ax + y ' ""i ax' + y ^^' 

Dann zeigt eine leichte Rechnung, dass 

(Pj P/ P/' P/") = (P P' P' P'") 

g 15. Metrische Relationen. Spezielle Fälle. 

Die Fl uchtpunkt-Belation. 

38. Führen wir in die Beziehung, welche die Gleich- 
heit der Doppelverhältnisse von je vier entsprechenden 
Punkten in zwei projektiven Punktreihen zum Aus- 
druck bringt, die uneigentlichen Punkte der beiden 
Träger g und g^ ein, so erhalten wir eine metrische 
Relation im speziellen Sinn, indem die Doppelverhält- 
nisse in einfache Verhältnisse übergehen. Denken wir 
uns nämlich die beiden Punktreihen irgendwie per- 
spektiv gelegt und sind (Fig. 2) B und Q^ die den 
unendlich fernen Punkten von g^ und g entsprechen- 
den Punkte^ die wir als ;,Fluchtpunkte'' bezeichnen^ 
so hat man 

(A B E Q) = (A, B, E, Q.) 

und daraus mit Rücksicht auf 24) 

AE_B.Q, 

BE - ä:q: «^^^ 

AE. A.Q. = BE, B,Q. . 

Es sind also alle diese Rechtecke, je mit entsprechen- 
den Punkten A, Aj, B,Bjy C, Cj . . . . gebildet, flächengleich . 
Den gemeinsamen Flächeninhalt derselben erhält ;inai» 
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auch, wenn man das im Schnittpunkt der Träger ver- 
einigte Punktpaar E,E^ herausgreift, für welches 

ER. E,Qj = Q,S. RS = k 
Es ist also 

AR. AjQ^ = BR. BjQj = = k = const. 

Aehnliche; kongruente Punktreihen. 

39. Aus der allgemeinen, projektiven Beziehung 
zweier Punktreihen ergeben sich ferner spezielle, wenn wir 
die uneigentlichen Punkte besonders berücksichtigen^ 
was dadurch möglich ist^ dass wir die unendlich fernen 
Punkte der beiden Träger in der projektiven Bezieh- 
ung einander entsprechen lassen. Dann ist also^ wenn 
Q und Qj diese unendlich fernen Punkte sind, 
(A B C Q) = (A, B, C, QJ folglich 

AG A,C, 

Sc ~ B C ^ ^ 

AG Bc' 

= c 



Es muss also überhaupt das Verhältnis irgend zweier 
entsprechenden Strecken unveränderlich = c sein. 
Solche Punktreihen heissen ,^ähnlich'^ 

Ist ferner c = 1, so sind je zwei entsprechende 
Strecken gleich lang^ die projektiven Punktreihen heis- 
sen dann ^,kongruent^^ 

Anfg. 14. Man zeige , dass man ähnliche (unter JJmr 
ständen kongruente) Punktreihen enthält, wenn' 
man zwei parallele Gerade mit einem beliebigen. 
Strahlenbüschjel oder zwei beliebige G-erade mit einem 
ParallelalTfihlenbüschel schneidet. 

Ebenso heissen zwei projektive Strahlenbüschel 
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kongruent, wenn irgend zwei Strahlen den gleichen 
Winkel einschliessen wie die ihnen entsprechenden. 
Solche Strahlenbüschel erhält man z. B. wenn man 
eine Funktreihe aus zwei Funkten S und S^ proji- 
ziert, die gleichweit entfernt von derselben und 
auf einer Senkrechten zu ihr liegen. 



IV. Abschnitt. 

Die projektive Beziehaag auf dem gleichen 

Träger. 

§ 16. Die Doppelelemente und ihre Konstruktion« 

Bestimmung einer projektiven Beziehung 
auf dem gleichen Träger. 
40. Denken wir uns zwei Punktreihen g und g^ pro- 
jektiv aufeinander bezogen. Dann können wir auch 
den Träger der einen Punktreihe mit dem der andern 
zusammenfallen lassen. Wir haben also nur noch 
einen Träger, der gewissermassen doppelt zunehmen 
und jyprojektiv auf sich selbst bezogen" ist. Die Mög- 
lichkeit einer solchen Beziehung lässt sich auch direkt 
leicht erkennen: denn ordnen wir drei Punkten A, 
B, G eines Trägers g drei andere Punkte A^ B^, C^ 
des gleichen Trägers zu, so ist dadurch die projek- 
tive Beziehung auf der Punktreihe g festgelegt. Um 
sie nämlich konstruktiv zu verfolgen , projizieren wir 
A; B, C aus einem beliebigen (nicht auf g gelegenen) 
Punkt S und A^, B^, 0^ aus einem Punkte S^ je 
durch einen Strahlenbüschel. Dann ist die {irrojektive 
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Beziehung dieser beiden Büschel bestimmt und ent- 
sprechende Strahlen derselben schneiden entsprechende 
Punkte auf g aus. Ist ein Funkt auf dem Träger g 
gegeben, ohne dass hinzugefügt ist, welcher der beiden 
Punktreihen er angehören soll^ so kann man ihn als 
Punkt der einen oder andern Punktreihe nehmen und 
demgemäss mit J oder K^ bezeichnen. Verbindet man 
ihn dann entweder mit S oder mit S^, so kann man 
die beiden entsprechenden Punkte J^ und K finden, 
die im allgemeinen nicht zusammenfallen werden. 
Ganz ebenso können wir auch einen Strahlenbüschel 
oder einen Ebenenbüschel projektiv auf sich selbst 
beziehen. 

Die Doppelelemente. 

41. Bis hierher unterschied sich die projektive Be- 
ziehung auf dem gleichen Träger nicht wesentlich 
von der früher auf verschiedenen Trägem betrachteten. 
Ein neuer Gesichtspunkt wird erst durch folgende 
Fragestellung gewonnen : Giebt es auf einem projektiv 
auf sich selbst bezogenen Träger Elemente, die sich 
mit den ihnen entsprechenden decken? Giebt es also 
z. B. bei einer projektiven Beziehung auf einer Ge- 
raden einen Punkt X, der mit dem entsprechenden X^ 
zusammenfällt ? Wir werden einen solchen Punkt einen 
„Doppelpunkt'^ nennen; ihnen entsprechen „Doppel- 
strahlen^' und ,;Doppelebenen'< beim Strahlen- bezw. 
Ebenenbüschel. 

Von der Möglichkeit der Existenz solcher „Dop- 
pelelemente" überzeugen wir uns durch folgende Be- 
trachtung. Ein Strahlenbüschel sei projektiv auf sich 
selbst bezogen, den Strahlen a, b, c u. s. f. entsprechen 
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die Strahlen ftj, b^, q u. s. f. Ein beweglich gedach- 
ter Strahl darchlaafe den Büschel im Sinne ,,abc^' 
(15) nach irgend einem Gesetz, etwa mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit. Die Bewegung eines zweiten Strah- 
les des gleichen Büschels sei dadurch bestimmt, dass 
er sich in a^ befinden soll, wenn der erste Strahl in 
a ist, in b^, wenn dieser b passiert u. s. f., dass also 
die beiden beweglichen Strahlen im gleichen Zeit- 
moment sich immer in entsprechenden Strahlen der 
projektiven Beziehung befinden. Dann wird sich der 
zweite bewegliche Strahl im Sinne a^b^c^ bewegen. Ist 
dieser Sinn der gleiche wie abc (Fig. 20*.), rotieren 





Fig. 20 a. Flg. 20 b. 

also beide Strahlen in der gleichen Bichtung (etwa 
wie die Zeiger einer Uhr) so heissen die Büschel 
„gleichlaufend''. Ist der Sinn abc der entgegengesetzte 
wie a^bjCj (Fig. 20L) so heissen die Büschel „entgegen- 
gesetzt laufend''. Stellt man sich im letztern Falle 
4ie beiden beweglichen Strahlen vor, so werden sie 
im Verlauf der Bewegung übereinander wegeilen. 
JBiner solchen Stellung, wo sich für einen Moment die 
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beiden Strahlen decken, entspricht offenbar ein Doppel- 
strahl der beiden projektiven Büschel. Ganz die glei- 
chen TJeberlegungen gelten für projektive Punktreihen 
auf dem gleichen Träger. Bei entgegengesetzt laufen- 
den projektiven Gebilden existieren demnach immer 
X>oppelelemente. Bei gleich laufenden projektiven Be- 
ziehungen dagegen kann man dies nicht von vornher- 
ein behaupten. Hier können Doppelelemente auf- 
treten oder auch nicht. 

In keinem Falle jedoch könüen mehr als zwei Dop- 
pelelemente vorhanden sein. Denn angenommen es 
gebe in einer projektiven Beziehung auf einer Punkt- 
reihe drei Doppelpunkte M, N, P, so wäre für ein 
Paai: entsprechender Punkte A und A^ 

(M N P A) = (M, Nj P, AJ . 
wobei M^ mit M, N^ mit N, P^ mit P zusammenfällt» 
Es können aber nicht zwei verschiedene Punkte P und 
P^ mit drei Punkten das nämliche Doppel Verhältnis 
bilden, also fällt auch A mit A^ zusammen und über- 
baupt je zwei entsprechende Punkte der projektiven 
Beziehung d. h. 

Satz 16: Wenn in einer projektiven Beziehung auf 

dem gleichen Träger drei Elemente mit den ihnen 

entsprechenden sich decken, so deckt sich überhaupt 

jedes Element mit -dem entsprechenden, d. h. man 

bat eine Identität'*. 

Demnach können also 0; 1 oder 2 Doppelelemente 

auftreten. Ihre Bestimmung lässt sich zurückführen 

auf den Fall der Konstruktion der Doppelpunkte zweier 

ineinanderliegenden y projektiven Punktreihen. Denn 

ein projektiv auf sich bezogener Strahlenbüschel wir.d 
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von einer Geraden seiner Ebene in zwei projektiven 
Funktreihen geschnitten^ durch deren Doppelpunkte die 
Doppelstrahlen des Büschels gehen und ein projektiv 
auf sich bezogener Ebenenbüschel wird von einer be- 
liebigen Ebene in einem projektiv auf sich bezogenen 
Strahlenbüschel geschnitten, durch dessen Doppelstrah- 
len auch die Doppel ebenen des Ebenenbüschels gehen. 
Zur Konstruktion der Doppelpunkte zweier projektiven 
Punktreihen bedienen wir uns eines Kreises, der ein 
für allemal gezeichnet vorliegen kann, müssen aber zu 
dem Zweck noch vorher eine Eigenschaft des Kreises 
kennen lernen. 

HiHssatz über den Kreis. 
42, Sind P und P^ zwei beliebige Punkte auf einem 
Kreis (Fig. 21) und projizieren wir aus ihnen die 
übrigen Punkte des Kreises, also den Punkt A durch 
die Strahlen a und a,, den Punkt B durch die Strah- 
len b und b^ etc., so erhalten wir die Büschel P und 
P^ und diese sind projektiv d. h. es gilt der 
Satz 17: y,Aus irgend zwei beliebigen Punkten eines 
Kreises werden die übrigen Punkte desselben durch 
projektive Büschel projiziert^'. 
In der That ist ja 

< (ab) = < (a^bj oder 
< (ad) = 180° — < (a,dj) 
In beiden Fällen ist aber 

sin (ab) = sin (ajb^) 
sin (ad) = sin (a^ dj. 
Es ist folglich auch 

(ab cd) = (a^ \ c^ d^) 
wenn dies irgend vier Strahlenpaare sind, die aus P und 
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Pj Punkte der Kreisperipherie 
projizieren, also sind die Büschel 
P und Pj projektiv. 

Die Steiner'sche Kon- 
struktion der Doppel- 
punkte. 
43. Es liege nun ein Kreis 
gezeichnet vor und in seiner 
Ebene befindet sich der Träger 
g, auf dem eine projektive Be- Fig. 21. 

Ziehung durch die Punktpaare A, A^, B, Bj, C, Cj ge- 
geben ist (Fig. 22). Um nun über das Vor- 
handensein von Doppelpunkten einen sicheren Auf- 
schluss zu gewinnen^ wählen wir zunächst auf dem 
Kreise beliebig einen Punkt S und ziehen die Linien 
Sa, SB, SC, SAj, SBj, SC,, welche den Kreis zum 
zweitenmal in A, B, C, A,, B,, Cj schneiden mögen. 
Wir haben dann die beiden gegebenen Punktreihen 
„auf den Kreis projiziert.^ 

Bezeichnen wir ferner die eben genannten sechs 
Strahlen der Beihe nach mit a, b^ c, a,, b,, c,, so 
haben wir in S projektive Büschel, also 

(1) Büschel (a, b, c . . . .) "Ä" Büschel (a,, b,, Cj .. ..) 
Projizieren wir nun die Punkte A, B, C u. s. f. aus A,^ 

sowie die Punkte A,, B,, C, u. s. f. aus A je durch 
einen Strahlenbüschel, so ergeben sich nach dem soeben 
bewiesenen Hilfs-Satz folgende Projektivitäten : 

(2) Büschel A(A,,Bj, C, ....) Ä" Büschel S (ai,bj,o, ....) 
(3) Büschel A, (A,B, C . . . .) Ä* Büschel S (a,b,c.. ..) *) 

*) Die Bezeichnnng ist leicht verständlich : Büschel A (Ai, Bi, Oi . . . .) 
bedeutet den Strahlen büschel mit dem Mittelponkt A, dessen Strahlen 
nach Ai, Bi, d . . . laufen. 
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Da aber nach (1) auch die Büschel rechts projektiv 
sind, so folgt 

4) Büschel A (A, , B„ C^ . . .) ^ Büschel A, ( A, B^ C . . .) 




A, 



N, B.D, C, 

Fig. 22. 



Diese Büschel sind aber nicht bloss projektiv, 
sondern auch perspektiv, nach Satz 13), da in der 
Yerbindungslinie AA^ der Büschelmittelpunkt entsprech- 
ende Strahlen der beiden Büschel vereinigt sind ; folglich 
liegen die Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf 
«iner Geraden p. 

Schneiden sich nun AB^ und A^B in @^, ferner 
AOj und AjC in 99, so ist die Verbindungslinie fß^ 
die Achse p der Perspektivität. 

Ist jetzt also (S ein beliebiger Punkt auf p, so 
liefern A(S und A^(S die zweiten Schnittpunkte D^ 
und D mit dem Kreise und D und D^ geben aus S 
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auf g projiziert zwei entsprechende Punkte D und D^ 
der projektiven Punktreihen. 

Nun möge die Achse p den Kreis in Mmnd N 
schneiden. Führt man dann für diese Punkte Yon p 
die gleiche Betrachtung durch wie gerade für den be- 
liebigen Punkt @, so ergibt sich aus der Figur, dass 
M und N aus S auf g projiziert die Doppelpunkte 
H und N der projektiven Punktreihen liefern. 

Schneidet p den Kreis nicht, so gibt es keine 
Doppelpunkte; würde p den Kreis berühren, so gäbe 
es nur einen Doppelpunkt. — 

Znsatz, Statt der Punkte A und A^ hätte man eben- 
sogut auch B und B^ oder C und C^ u.s.f. als Mittel- 
punkte der Perspektiven Büschel wählen können. 
Die Punkte M und N, also auch die Gerade p 
müssen sich dadurch ebenso ergeben. Es muss dem- 
nach auch der Schnittpunkt % von BO^ und B^C, 
der Schnittpunkt g von BD^ und B^D u. s. f. 
auf p liegen. Die Achse p enthält demnach alle 
Schnittpunkte wie: 

XI'}- ro'i» IS'}« 

Diese Konstrakti^a der Deppelelemente ersann der 
deutsche Oeometer Steiner. [Die geometrischen Kon- 
struktionen ausgeführt mittels der geraden Linie und 
eines festen Kreises. Berlin 1833}. 

Ein weiterer Satz über die Doppelelementft. 

44. SindM, N die Doppelpunkte, A, A^, B, B^ zwei 
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Paare entsprechender Punkte zweier projektiven Punkt- 
reihen, so hat man 

(MNAB) = (M,N,A,BJ. 
Führt man die Ausdrücke für die Doppelverhält- 
nisse ein, so ergibt eine leichte Umformung die andere 
Relation : 

(MNAAJ = (MNBBJ 

Der Wert dieses Doppel Verhältnisses muss also 
für alle Paare entsprechender Punkte der gleiche sein, 
etwa = k = const., daher der 

Satz 18: „Je zwei entsprechende Elemente einer pro- 
jektiven Beziehung auf dem gleichen Träger bilden 
mit den beiden Doppelelementen ein konstantes 
Doppelverhältnis. " 

Bestimmung der Doppelelemente durch 

die ^Rechnung. 

45. Bemerken wir noch kurz, wie die Rechnung die 
Doppelelemente liefert. Wird eine und dieselbe Ge- 
rade als X- und X^ -Achse genommen, so ist eine pro- 
jektive Beziehung auf derselben nach 37) gegeben durch 
eine Oleichung 

axxi + i^ + yXj 4" ^ = o 

Ein Doppelpunkt hat die Eigenschaft, dass für ihn 
X = Xj, vorausgesetzt, dass wir die x und x^ vom 
gleichen Anfangspunkt aus und in derselben Richtung 
positiv rechnen. Setzen wir also in der Relation 
X = Xj, so kommt die quadratische Gleichung 

deren beide Wurzeln die Abscissen der Doppelpunkte 
liefern. Sind die Wurzeln der Gleichung imaginär^ 
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so gibt es keine Doppelpunkte : wir sagen : die Doppel- 
punkte sind imaginär. 

Alle Aufgaben, deren Lösung schliesslich auf eine 
Gleichung 2. Grades führt, bezeichnen wir als Auf- 
gaben 3. Grades. Ihre geometrische Erledigung finden 
diese immer durch die soeben bewiesene Steiner'sche 
Konstruktion, bei der ein Kreis und ausserdem das 
Lineal zu benutzen ist. Führt eine Aufgabe analy- 
tisch zu einer linearen Gleichung, also zu einer Gleich- 
ung 1. Grades, so wird sie als Aufgabe 1. Grades be- 
zeichnet. Konstruktiv muss sie sich dann behandeln 
lassen lediglich unter Benützung des Lineals. Es 
kommen also dann bloss die Operationen vor: den 
Schnittpunkt zweier Geraden zu zeichnen und durch 
zwei Funkte eine Gerade zu legen. Bei der Steiner'schen 
Konstruktion dagegen hatte man die Schnittpunkte 
einer Geraden (p) mit einem Kreis zu zeichnen. 

Anfg, 15> Eine Gerade g soll projektiv so auf sich 
bezogen werden, dass den zwei gegebenen Punkten A 
und B zwei andere A^ und B^ entsprechen und dass 
der weiter gegebene Punkt M einer der Doppel- 
punkte der projektiven Beziehung wird. 

!• Lösung» Bezeichnet man M auch noch als M^, so 
hatman drei Paare entsprechender Punkte und könnte 
unter Zuhilfenahme eines Kreises nach 43) den 
noch fehlenden Doppelpunkt "finden. Man führe 
die Konstruktion wirklich durch. 

2> Lösung. Ist von den beiden Doppelelementen eines 
gegeben, so hängt die Aufgabe, das fehlecde zu 
bestimmen, nur noch von einer linearen Gleichung 
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ab; sie ist also eino Aufgabe 1. Orades und muss 
sich folglich auch ohne Benutzung eines Kreises, ledig- 
lich mit dem Lineal lösen lassen. In der That ziehen 
wir durch M irgend eine Gerade und wählen auf 
ihr die Punkte S und Sj willkürlich. Aus S pro- 
jizieren wir die Punkte A, B, M, aus Sj die Punkte 
Aj, Bj, Mj. Dann sind diese beiden Büschel pro- 
jektiv, sofern entsprechende Strahlen derselben je 
entsprechende Punkte der Punktreihen projizieren; 
die Büschel sind aber überdies wieder perspektiv, 
weil im Verbindungs - Strahl S 8^ entsprechende 
Strahlen vereinigt sind. Sie liefern eine Perspek^* 
tivitäts- Achse p, die bestimmt ist durch die Punkte 
A und B, wobei der erstere der Schnittpunkt von 
SA und S,A,, während in B sich SB und S^B^ be- 
gegnen. Der Schnittpunkt von p mit g ist dann aber 
der zweite Doppelpunkt N der projektiven Beziehung. 

Anfg> 16. Von einer projektiven Beziehung auf einer 
G-eraden sind gegeben ein Paar entsprechender 
Punkte A, Aj, sowie die beiden Doppelpunkte M 
und N. Weitere entsprechende Punkte zu kon- 
struieren. 

Anfg> 17> In einem Strahlenbüschel sind gegeben die 
Strahlenpaare a, a^, b, b^ und der Strahl m. Man be- 
ziehe den Büschel projektiv so auf sich, dass m 
ein Doppelstrahl und a, a^ und b, b^ zwei Paare ent- 
sprechender Strahlen. 

Lösung» Ziehe durch einen Punkt von m zwei Gerade g 
und gj und bringe sie bezüglich zum Schnitt mit 
den Büscheln. 
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Anfg* 18> Von einet projektiven Beziehung eine» 
Strahlenbüschels sind gegeben ein Paar entspreche 
ender Strahlen a, a^, sowie die beiden Doppelstrahleu 
m und n. Weitere entsprechende Strahlen zu kon- 
struieren. 

Aufg> 19. Gegeben sind drei Gerade g^, g,, g, und 
drei Punkte Pj, Pj, P,; man zeichne ein Dreieck A^^ 
Ag, A3, dessen Ecken in dieser Reihenfolge bezüg* 
lieh auf den drei Geraden liegen und dessen Sei- 
ten Aj Aj, Aj A3, Aj Aj bezw. durch die Punkte- 
Pj, P,, P3 hindurchgehen. 

Lösung: Wählen wir auf g^ einen Punkt A^ ganz 
beliebig, ziehen wir die Verbindungslinie A^ P^,. 
welche g, in A, treffen möge. Die Verbindungs- 
linie Aj Pj schneide g, in A, und die Verbindungs- 
linie A3 P3 endlich liefere auf g^ einen Schnittpunkt 
A^\ Lassen wir A^ die Punktreihe g^ durchlaufen, 
so beschreibt der Punkt A^' eine dazu projektiv» 
Punktreihe. Wir bestimmen diese projektive Be- 
ziehung, indem wir zu drei Lagen des einen Punktes 
die entsprechenden des andern zeichnen. Sind dann 
die Doppelpunkte dieser projektiven Punktreihe 
reell vorhanden, so liefert jeder derselben ein Drei- 
eck von der verlangten Eigenschaft. Verallge- 
meinerung für n Ecke I 

§ 17. Die involutorische Beziehung« 

Herleitung der involutorischen Beziehung.. 

46* Betrachten wir noch einen speziellen, aber be- 

sond'ers wichtigen Fall der projektiven Beziehung auf 

dem gleichen Träger. Nehmen wir eine projektiv auf sich 
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bezogene Punktreihe; so wird einem beliebigen Punkte 
A ein Punkt Ai entsprechen. Bezeichnen wir den 

gleichen Punkt A mit B^, indem wir ihn als einen Punkt 
der andern Punktreihe aufiassen, so wird ihm ein Punkt 
B zugewiesen sein, der von A^ verschieden ist. Es 
fragt sich nun: Kann B mit A^ zusammenfallen und 
kann dies noch für weitere Punkte einer projektiven 
Beziehung eintreten? Darauf gibt Antwort folgender 

Satz 19: „Wenn in einer projektiven Beziehung auf 
einer Punktreihe einmal die beiden einem Punkte 
entsprechenden Punkte zusammenfallen, so fallen 
sie für jeden Punkt zusammen." 

Wählen wir, um dies nachzuweisen, A und A^ 
sowie C und C^ ganz beliebig (Fig. 23), B^ femer falle 
mit A und B mit A^ zusammen, dann ist durch die 
drei Paare A, B, C, A^ , B^, Cj sicher eine projektive Bezieh- 
ung bestimmt. Bezeichnen wir jetzt den Punkt C mit 
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D^, so entspricht ihm ein Punkt D derart, dass 

(ABCD) = (A,B,C,D,) 

= (BACjC) oder nach 23) 

= (ABCC,) 
Daraus folgt aber dann, dass D mit 0^ zusammen- 
fällt. Oanz in der gleichen Weise zeigt man, dass 
•einem beliebigen Punkte E, F^ ein Punkt E^, F ent- 
spricht. Es ist also nicht nötig, die beiden Punkt- 
reihen in der Bezeichnung zu unterscheiden, jedem 
Punkte des Trägers ist ein bestimmter Punkt zuge- 
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wiesen. Es zerfällt der ganze Träger in Panktpaare 
und wir wollen die Punkte eines Paares als entsprechende 
oder zugeordnete Punkte bezeichnen. Die analogen Be- 
trachtungen gelten für den Strahlen- und Ebenen-Büschel. 
Wir nennen eine solche projektive Beziehung, in der 
jedem Element ein anderes doppelt entspricht, eine'„involu- 
torische" oder auch eine „Involution" von Punkten 
bezw. Strahlen oder Ebenen. Bezeichnen wir in Fig. 
23 den Punkt A^B^ mit A, den Punkt A„ B mit A', 
C und Cj mit B und B', so zeigt die eben durchge- 
führte Betrachtung, dass die Involution auf der Geraden 
durch die beiden Paare von zugeordneten Punkten 
A,A' und B,B' gerade bestimmt ist oder allgemein 

Satz 20; „Eine Involution ist durch zwei Paare von zu- 
geordneten Elementen bestimmt." 

Die Doppelelemente einer Involution. 

47, Die Doppel elemente der projektiven Beziehung 
finden wir natürlich auch wieder bei der Involution. 
Jedes Doppelelement stellt ein Paar von Elementen vor, 
die einander unendlich nahe gerückt sind. Sind die 
Doppelelemente vorhanden, so heisst die Involution wohl 
auch eine „hyperbolische", bei nicht vorhandenen Doppel- 
elemeuten dagegen eine „elliptische" und endlich eine 
„parabolische", wenn die Doppelelemente sich in ein 
Element vereinigt haben. 

Sind M, N die Doppelpunkte einer Punktinvolution, 
während A,A', B,B' u. s. f. Paare von zugeord- 
neten Punkten, so folgt aus Satz 18, der hier ja auch 

gilt: 

(MNAA') = (MNA'A) = const. = k. 

Doehlemanit, Projektive Geometrie. 6 
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Es ist aber nach 23) Gl. (3) 

(MNA'A) = j^^j^y also 

(MNAA')' = 1. 
Als Wert des Doppelverhältnisses (MNAA') ergibt 

sich daraus — 1, da der Wert + 1 nicht zulässig (27) ; 

es ist also k == — 1 und A und A' liegen harmonisch 

zu M und N, ebenso B und B' u. s. f. Daraus folgt in 

leicht zu übersehender Schlussweise 

Satz 21: „Eine Involution besteht aus all den Paaren 
von Elementen, welche die zwei Doppelelemente, 
(die reell oder imaginär sein können) harmonisch 
trennen.** 

§ 18. Die Pnnkt-Involiition. 
Die verschiedenen Typen. 
48. Hat man eine Punktinvolution auf einer Geraden, 
so kann m|in auch zum unendlich fernen Punkt O' 
ihres Trägers den entsprechenden sich verschaffen. 
Dieser Punkt heisst der Mittelpunkt der Involution. 
Weitere Paare entsprechender Punkte seien A,A'^ B,B' , 
u. s. f. Dann gilt die Belation : 

(ABOO') = (A'B'0'0) 
da ja die involutorische Beziehung nur ein spezieller 
Fall der projektiven. Bechnet man die Ausdrücke aus 
lind beachtet, dass 0' im Unendlichen liegt, so ergibt 
sich 

AO . A'O ^ BO . B'O. 
Demnach muss dies Produkt, gebildet für irgend 
zwei entsprechende Punkte, immer den gleichen Wert 
haben. Bezeichnen wir denselben mit c, so sind fol- 
gende Fälle möglich : 



Die Punkt-Involution. 



83 



1) c positiv, also etwa c = d^. Dann müssen 
die Strecken AO und A'O, BO und B'O u. s. f. stets 
gleichgerichtet sein, da ihr Produkt positiv.*) Es liegen 
also entsprechende Punkte A,A' u. s. f. immer auf der 
gleichen Seite von 0, also beide rechts oder beide 
links vom Mittelpunkt (Fig. 24»). In der Entfernung 
d vom Mittelpunkt liegen rechts und links die Doppel- 
punkte dieser hyperbolischen Involution. 

2) cnegativ, also etwa c = — d^ Dann müssen 
entsprechende Punkte wie A,A' u. s. f. stets auf ver- 
schiedenen Seiten von liegen, der eine rechts, der 
andere links vom Mittelpunkt (Fig. 24**). Die Involution 
besitzt keine Doppelpunkte, ist elliptisch. 

3) c = liefert den Uebergangsfall. Soll das 
Produkt AO. A'O stets Null sein, so muss von den 
zwei Punkten A,A' etc. stdts einer nach fallen. Jedem 
Punkte des Trägers entspricht also immer der Mittel- 
punkt und in diesen rücken gleichzeitig die beiden 
Doppelpunkte. Dies ist eine parabolische Involution. 




Fig. 84 a. 



*) Wir wählen auf dem Träger der Involution eine Bichtung als 
die positive. 
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Fig. 24 b. 
Aus 1) und 2) ergibt sich noch die Regel: Wenn 
die von entsprechenden Punkten einer Involution be- 
grenzten Strecken AA', BB' .... übereinander greifen, 
so existieren keine Doppelpunkte (Fig. 24^) ; wenn aber 
eines der Paare A^A' und B,B' ganz innerhalb oder 
ganz ausserhalb des andern liegt, so sind reelle Doppel- 
punkte vorhanden (Fig. 24*). 

Geometrische Erzeugung einer Punkt- 
Involution. 

49. Sind zwei Punktpaare A,A', B,B' einer Punktin- 
volution gegeben (Fig. 24* oder 24^), so legen wir 
durch einen beliebigen Punkt P und durch A und A'^ 
sowie durch P, B und B' je einen Kreis. Diese beiden 
Kreise schneiden sich zum zweitenmale in einem Punkte 
Q. Die Verbindungslinie PQ trifft den Träger der 
Involution in einem Punkte 0. Alle Kreise, die durch 
P und Q gehen, bilden einen „Kreisbüschel". Schneidet 
irgend einer dieser Kreise den Träger in den Punkten 
C und 0', so ergibt sich nach planimetrischen Sätzen 

OP . OQ = OA . OA' = OB . OB' = 00 . OC 
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Also bilden die Funktpaare, in denen der Kreis- 
büschel den Träger g schneidet, die gegebene Punkt* 
Involution. ist der Mittelpunkt derselben. Trennen, 
sich die Punktpaare A,A', B,B' nicht wie in Fig. 24* 
so gibt es in dem Büschel auch zwei Kreise, welche 
den Träger berühren. Die Berührungspunkte sind die 
Doppelpunkte M,N der Involution. In der Fig. 24^, 
wo die Punktpaare A,A', B,B' sich trennen, existieren 
keine Doppelpunkte. Umgekehrt wird jeder Kreis- 
büschel von irgend einer Geraden seiner Ebene in einer 
Punktin Yolution geschnitten, die jedem der drei ge- 
nannten Typen angehören kann. Legt man die Gerade 
durch P oder Q, so erhält man auf ihr als Schnitt mit 
dem Kreisbüschel eine parabolische Involution. 

V. Abschnitt. 

Die Kegelschnitte als Erzengnisse projektiyer 
Gmndgebilde erster Stnfe. 

§ 19. Bas Erzeugnis zweier projektiver, in der gleichen 
Ebene gelegener Strahlenbttschel« 

Die Erzeugung neuer Gebilde. 

50. Im Bisherigen haben wir uns damit beschäftigt, 
die einförmigen Grundgebilde projektiv aufeinander 
oder auf sich selbst zu beziehen und die Eigenschaften 
solcher Beziehungen zu untersuchen. Dies ist aber 
nicht unser Endzweck; vielmehr wollen wir jetzt pro- 
jektive Grundgebilde erster Stufe dazu benutzen, um aus 
ihnen neue geometrische Gebilde abzuleiten. In zwei 
projektiven Grundgebilden sind ja die Elemente einzeln 
einander zugeordnet. Wenn nun zwei solche einander 
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entsprechende Elemente vermöge der Operationen des 
Projizierens oder Schneidens ein neues Element fest- 
legen, so bestimmen die beiden projektiven Grundge- 
bilde — vorausgesetzt^ dass man alle die unendlich 
vielen entsprechenden Elemente zusammen nimmt — 
eine unendliche Anzahl neuer Elemente, also ein neues» 
geometrisches Oebilde, das wir als „Erzeugnis" der 
projektiven Grundgebilde bezeichnen. 

Hat man z. B. zwei projektive Strahlenbüsohel, 
die in einer Ebene gelegen sind, so kann man jeden 
Strahl des einen Büschels mit dem ihm entsprechenden 
des andern Büschels zum Schnitt bringen und man er- 
hält so zunächst lauter einzelne Punkte, die aber um 
so mehr einen ununterbrochenen Linienzug, also eine 
„Kurve ** bilden werden, je mehr man die Strahlen in 
den Büscheln verdichtet. 

Zwei beliebig im Baume gelegene, projektive 
Strahlenbüschel dagegen würden zunächst kein neues 
Gebilde „ erzeugen **, weil zwei im Baum gelegene Gerade 
kein neues Element festlegen. 

Hat man aber zwei projektive Funktreihen, so 
kann man jeden Punkt mit seinem entsprechenden 
durch eine Gerade verbinden und erhält so als Er- 
zeugnis ein System von unendlich vielen Geraden. 
Dies ist möglich, gleichgiltig, ob die Punktreihen in 
einer Ebene liegen oder beliebig im Baume. Das Er- 
zeugnis ist freilich in beiden Eällen ein ganz ver- 
schiedenes. Denn im ersten Falle liegen alle erzeugten 
Geraden in der gleichen Ebene, im zweiten sind sie 
im Baume angeordnet. Auf diese Weise kann mau 
neue geometrische Gebilde erzeugen und dies sind ge- 
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rade die einfachsten und wichtigsten der Oeometrie 
und die nämlichen, zu denen man auch durch die 
andern mathematischen TJntersuchungsmethoden geführt 
wird. Wir betrachten zunächst das Erzeugnis zweier 
projektiver Strahlenbüschel in der gleichen Ebene. Dies 
ist, wie bereits erwähnt, eine Kurve. Daher müssen 
wir einige, auf diesen Gegenstand sich beziehende Be- 
merkungen vorausschicken. 

Ordnung und Klasse einer Kurve. 

51. Unter einer „ ebenen Kurve " oder kurz einer 
„Kurve«« wollen wir einen ununterbrochenen Linienzug 
verstehen, dessen einzelne, alle in einer Ebene be- 
findliche, Punkte sich nach einem mathematischen Ge- 
setze bestimmen.^) In der rechnenden (analytischen) 
Geometrie teilt man die Kurven ein nach der Katur 
der Gleichung, durch welche sie, etwa in rechtwink- 
ligen Koordinaten x, y, dargestellt werden. Diese 
Gleichung kann durch eine „transcendente^ Funktion 
der Variabeln gegeben werden — „transcendente Kurven" 
oder durch eine „algebraische" Funktion — „algebrai- 
sche" Kurven. Die Aufgc^be, die Schnittpunkte einer 
beliebigen Gerade mit einer Kurve zu bestimmen, führt 
dann auf einci Gleichung, deren Wurzeln, sofern sie 
reell sind, die geometrisch in die Erscheinung treten- 
den Schnittpunkte der Geraden mit der Kurve liefern, 
allenfallsigen imaginären Wurzeln dagegen entsprechen 
keine geometrisch sichtbaren Schnittpunkte. Ist die 
Kurvengleichung transcendent, so erhält man auf 

*) Auf die genaueren. 2;am TeU schwierigen Definitionen, wie 
sie nur die Analysis zu liefern imstande ist, können wir hier nicht 
eingehen. 
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einer beliebigen Geraden im Allgemeinen unendlich 
viele Schnittpunkte mit der Kurve, da auch die Gleichung 
für die Schnittpunkte dann transcendent sein wird. Liegt 
eine algebraische Kurvengleichung vor vom Grade n, 
(bei der also die Summe der Exponenten von x und y 
in jedem Term n nicht übersteigt,) so ist auch die 
Gleichung zur Bestimmung der Schnittpunkte der 
Kurve mit einer Geraden algebraisch und vom n. Grad. 
Diese Zahl n nennen wir die „Ordnung" der Kurve 
ohne Rücksicht darauf, ob die Wurzeln der 
letzteren Gleichung reell oder (paarweise) complex 
sind. Natürlich kann dann auch die Zahl der reellen 
Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit einer solchen 
Kurve n, Ordnung nie grösser, sondern höchstens = n 
sein. Doch braucht die Zahl von n reellen Schnitt- 
punkten mit einer Geraden nicht erreicht zu werden. 
Es kann vielmehr vorkommen, dass eine beliebige Ge- 
rade immer nur n — 2 oder n — 4 u. s. f . reelle Schnitt- 
punkte mit der Kurve n, Ordnung liefert. 

Um zu dem Begriff der Tangente einer Kurve zu 
gelangen, sei P ein Punkt einer Kurve, P^ ein anderer 
Punkt derselben. Dar Popkt P^ rückt auf der Kurve 
gegen P hin. Dann kann man immer die Verbindungs- 
linie PPj zeichnen. Je mehr sich nun P^ dem Punkte 
P nähert, um so j£iehr nimmt die Terbindungslinie 
PP^ eine bestimmte Grenzlage, die der Tangente in 
P, an^ die erreicht wird, wenn P^ mit P zusammen- 
fällt. Dies beweist die Differentialrechnung. Eine 
Kurve bestimmt also auch eine unendliche Anzahl von 
geraden Linien, ihre Tangenten. Jede Tangente be- 
rührt im „Berührungspunkt** die Kurve. 
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Ist umgekehrt eine Reihe von unendJioh vielen Ge- 
raden gegeben, die ununterbrochen (stetig) aufeinander 
folgen^ so ist auch dadurch eine Kurve bestimmt, di» 
von diesen Geraden als Tangenten „umhüllt" wird 




Fig. 26. 

(Fig. 25). Halten wir eine der Geraden^ etwa t fest^ 
und wählen eine zweite, etwa t^, näher und näher an 
t, so nähert sich der Schnittpunkt von t und t^ mehr 
und mehr einem bestimmten Punkt auf t, den er er- 
reicht^ wenn t^ mit t zusammenfällt. Dieser Punkt 
ist der Berührungspunkt T von t mit der umhüllten 
Kurve. Von den durch T an die Kurve gehenden 
Tangenten haben sich also zwei in der Tangente t 
vereinigt. 

Die Aufgabe, die Tangenten einer algebraischen 
Kurve zu bestimmen, die durch einen beliebigen Punkt 
in der Ebene der Kurve gehen, führt rechnerisch auf 
eine gewisse Gleichung. Den Grad dieser Gleichung 
bezeichnet man als die „Klasse" der Kurve und zwar 
in rein analytischem Sinne, also ohne Bücksicht auf 
die B«alität. Diese Zahl ist dann auch wieder eine 
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obere Grenze für die Anzahl der reellen Tangenten^ 
die durch einen Punkt an eine Kurve gehen können. 
An eine Kurve tf, Klasse können also auch von keinem 
Punkte aus mehr als v reelle Tangenten gezogen werden« 

DieKurve 2. Ordnung. 

52. Betrachten wir jetzt das Erzeugnis zweier pro- 
jektiver Strahlenbüschel S und S^ in der gleichen 
Ebene. Die projektive Beziehung derselben sei fest- 
gelegt durch die drei Paare entsprechender Strahlen a,a^ ; 
hy\] c,c^, welche sich bezüglich in A^ B, € schneiden 
(Fig. 26).*) Um weitere Punkte der von den Büscheln 
erzeugten Kurve zu erhalten^ konstruieren wir noch 
weitere entsprechende Strahlen der beiden Büschel 
nach der in 32) Fig. 17 gegebenen Methode. Wir 




Fig. 26. 



^) Man lege sich, wie immer, die Figur selbst an. 
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wählen zwei Gerade g und g^ beliebig durch A; bringen 
g mit a, b, c in A, B, C, g^ mit &^J \, Cj in A^, B^, 
C^ zum Schnitt; dann liefern BB^ und CC^ in ihrem 
Schnittpunkt das Centrum P der Perspektivität für 
die Punktreihen auf g und g^. 

Zu einem beliebigen Strahl d des Büschels S fin 
den wir dann den entsprechenden d^ im Büschel S^ 
gemäss der Vorschrift, dass der Schnittpunkt D von 
d und g mit dem Schnittpunkt D^ von d^ und g^ auf 
einer Geraden durch P liegen muss. Die Strahlen d 
und d^ schneiden sich dann in einem weitem Punkt 
D der erzeugten Kurve^ die wir kurz mit k' bezeichneu 
wollen und von der wir auf diese Weise beliebig viel 
Punkte zeichnen können. 

Wir behaupten nun, dass auch die Buschelmittel- 
punkte S und S^ auf der k' liegen. Denn betrachten 
wir den Yerbindungsstrahl SS^ als einen Strahl des 
Büschels S, weswegen er mit e bezeichnet werden möge, 
80 entspricht ihm der in der Figur gezeichnete Strahl 
e^ und es erscheint S^ als Schnitt der entsprechenden 
Strahlen e und e^, also liegt S^ auf der erzeugten 
Kurve. Ebenso kann SS^ aber auch als Strahl des 
Büschels Sj, also als ein Strahl f^ betrachtet werden^ 
wonach ihm dann der in der Figur konstruierte Strahl 
f entspricht. S ist jetzt Schnittpunkt der entsprechen- 
den Strahlen f und f^, also ebenfalls ein Punkt von k*. 

Die Kurve k' ist ferner von der 2. Ordnung d. h. 
eine beliebige Gerade 1 schneidet sie im Allgemeinen 
in zwei Punkten. Um dies zu beweisen, konstruieren 
wir in einer eigenen, neuen Figur die Schnitt-; 
punkte A^ B, C von 1 mit den Strahlen a, b, c und 
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die Schnittpunkte Aj, B^, C^ von 1 mit a^, bj, Cj. 
Denken wir uns die beiden projektiven Büschel S und 
S^ mit 1 geschnitten, so sind die auf 1 entstehenden 
Punktreihen A, B, C . . . und Aj, Bj, C^ . . . ebenfalls 
projektiv. Ist M ein Doppelpunkt dieser beiden Punkt- 
reihen^ so schneiden sich in ihm entsprechende Strahlen 
SM und S^M der beiden Büschel, also liegt ein solcher 
Doppelpunkt auf der k*. Andererseits muss ein Schnitt- 
punkt von 1 mit k^ notwendig einen Doppelpunkt der 
projektiven Punktreihen liefern. Folglich liegen auf 
der Geraden 1 soviel Schnittpunkte mit der Kurve k' 
als Doppelpunkte der beiden projektiven Punktreihen 
vorhanden sind d. h. zwei, die natürlich reell oder 
nicht vorhanden (imaginär) oder in einem vereinigt 
sein können. Die Kurve k^ ist also von der 2. Ord- 
nung. Wir nennen sie wol auch eine „Punktreihe 2. 
Ordnung". Die wirkliche Durchführung der Kon- 
struktion der Schnittpunkte auf 1 folgt später als Auf- 
gabe 20). 

Kehren wir nun wieder zu der Figur 26 zurück. 
Jede durch S gehende Gerade wie z. B. d hat also 
mit der k' ausser S noch einen Punkt gemein und 
zwar ist dies der Punkt D , wo d von dem entsprech- 
enden Strahl dj getroffen wird. Betrachten wir nun 
aber den Strahl f, so wird dieser Strahl von dem 
entsprechenden Strahl f. wieder in S getroffen: es 
fallen mithin für den Strahl f die beiden Schnittpunkte 
mit der k' nach S, also ist f die Tangente in S an 
die Kurve k^. Ebenso folgert man, dass der Strahl 
Cj die Kurve k' in Sj berührt. 
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Zusammenfassend gelangen wir zu folgendem 

Satz 22; „Das Erzeugnis' zweier projektiver, in der 
gleichen Ebene befindlicher Strahlenbüschel ist eine 
Kurve 2. Ordnung^ welche auch durch die Büschel- 
Mittelpunkte hindurchgeht und in diesen diejenigen 
Strahlen zu Tangenten hat, welche dem Yerbindungs- 
strahl der Mittelpunkte bezüglich entsprechen". 

"Weitere Sätze über die Kurve 2. Ordnung. 

53. Die Punkte S und S^ nahmen bis jetzt eine aus- 
gezeichnete Stellung ein gegenüber den andern Punkten 
der k'. Trotzdem spielen sie auf dieser Kurve gar 
keine besondere E,olle, vielmehr können^ wie wir jetzt 
zeigen wollen, irgend zwei beliebige Punkte von k' als 
Mittelpunkte projektiver Büschel genommen werden, 
welche die Kurve k' erzeugen. 

Es seien wieder (Fig. 27) die beiden projektiven 
Strahlenbüschel S und S^ gegeben durch die Strahlen- 
paare a,aj^, b,bp c,Cj, welche die Punkte A, B^ C liefern, 
ferner seien durch A die Hilfsgeraden g und g^ ge- 
zeichnet und das Centrum P der Perspektiven Punkt- 
reihen auf g und g^ konstruiert. Wenn wir dann SP 
ziehen^ so ist der Schnittpunkt T von SP mit g^ ein 
Punkt der erzeugten Kurve k' und ebenso der Punkt 
R, in welchem g von S^P getroffen wird. Die Richtig- 
keit dieser Behauptungen ergibt sich direkt durch die 
Bemerkung, dass ST und S^T, ebenso SR und S^R 
gemäss unserer Konstruktion entsprechende Strahlen 
tj t^ bezw. r, r^ sind. — Man erhält dann die nämliche 
projektive Beziehung der Büschel S und S^y also auch 
die gleiche Kurve k'^ wenn man statt von den 
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Strahlenpaaren a,aj, b,b^, c,Cj ausgeht von den drei 
Strahlenpaaren b,bj, r,r^, t,t^. 




Flg. 27. 

Wir denken uns nun, wir hätten die Kurve k', 
ausgehend von den projektiven Büscheln S und S^, 
konstruiert. Darauf greifen wir auf ihr drei Punkte 
beliebig heraus^ die wir B^ T, B nennen^ während die 
nach ihnen laufenden Strahlen der Büschel S und 8^ 
bezw. b,bj^ t,t^, r^r^ heissen mögen, und stellen uns jetzt 
die Aufgabe; die Figur 27 zu rekonstruieren, also zwei 
Gerade g und g^ zu finden^ welche die Konstruktion 
der projektiven Beziehung vermitteln. 

Ziehen wir ST und S^B^ so liefert ihr Schnitt- 
punkt einen Punkt P. Durch P wollen wir jetzt ir- 
gend eine Gerade ziehen, welche die Strahlen b und 
h^ 'bezüglich in B' und B/ trifft. Wir zeichnen den 
Schnittpunkt A' von BB' und TB/. Bezeichnen wir 
die Geraden BA' und TA' bezw. mit g' und g/, so 
können wir unter Benutzung von P als Perspektivitäts- 
Gentrum die Büschel S und S^ jetzt projektiv auf» 
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einander beziehen und diese projektive Beziehung mus» 
notwendig die gleiche sein^ wie die ursprünglich ge- 
gebene, da sie in drei Paaren entsprechender Strahlen 
b,bj, t,t^, r^Fj mit ihr übereinstimmt. Dann schneiden 
sich aber in Af entsprechende Strahlen der gegebenen pro» 
jektiven Büschel d. h. AJ liegt auch auf der Kurve k^» 

Nun war aber die Gerade durch P, welche B* 
und B/ auf b und b^ ausschnitt, noch ganz beliebig. 
Lassen wir sie den Büschel P durchlaufen, so beschrei- 
ben B' und Bj' auf b und b^ zu einander Perspektive 
Punktreihen. Die Strahlen RB' und TB/, welche 
diese Punktreihen je aus B und T projizieren^ werden 
also projektive Strahlenbüschel durchlaufen und ent- 
sprechende Strahlen dieser Büschel schneiden sich 
immer in Punkten AJ der Kurve k^. Folglich werden die 
Punkte A' aus B und T durch projektive Büschel 
projiziert. 

Die Bechnung zeigt nun ferner, dass die durch 
projektive Strahlenbüschel erzeugte Kurve die allge- 
meinste Kurve 2. Ordnung ist. Wir haben also den 

Satz 23: „Die Punkte einer Kurve 2. Ordnung werden 
aus zweien beliebigen ihrer Punkte durch projektive 
Strahlenbüschel projiziert." 

Zusatz 1, Da wir in den Büschelmittelpunkten S und 
Sj nach 52) die Tangenten an die Kurve 2. Ord- 
nung konstruieren konnten, so ist es uns jetzt auch 
möglich, in einem beliebigen Punkt der Kurve 
die Tangente zu zeichnen, in dem wir den Mittel- 
punkt des einen erzeugenden Büschels in diesen 
Punkt verlegen. 
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!Erzeagnis dieser Perspektiven Strablenbüschel 1 und 
2 bestünde zunächst in der Geraden p, da sich ja ent- 
sprechende Strahlen stets auf p begegnen. Weiter ge- 
bort aber auch die Verbindungslinie 12 der Büschel- 
mittelpunkte diesem Erzeugnis an. Denn in ihr fallen 
zwei entsprechende Strahlen der Perspektiven Büschel 
ihrer ganzen Ausdehnung nach zusammen, so dass 
jeder Punkt dieser Linie als Schnittpunkt dieser 
beiden entsprechenden Strahlen der Perspektiven Büschel 
betrachtet werden kann. Bei Perspektiven Büscheln 
besteht also das Erzeugnis in zwei Geraden, die Kurve 





Fig. 28. 
Doehlemann, Projektive Geometrie. 
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Ansatz 2* Der Kreis ist auch eine Kurve 2. Ord- 
nung und besitzt dj[e in Satz 23) zum Ausdruck 
gebrachte Eigenschaft (42), die wir übrigens bei 
der Steinor^schen Construktion bereits benutzten 
(43). Da aber diese Konstruktion bloss diese Eigen- 
schaft voraussetzte, so könnten wir dazu statt des Krei- 
ses auch eine beliebige Kurve 2. Ordnung benützen. 

Bestimmung einer Kurve 2. Ordnung. 

54. Aus der Erzeugung der Kurve 2. Ordnung durch 
projektive Büschel, folgt auch leicht, dass es eine und 
nur eine solche Kurve gibt, welche fünf beliebig in 
«iner Ebene ^legene Funkte 1, 2, 3, 4, 5 enthält. 
Denn wählen wir z. B. die Punkte 1 und 2 als Büschel- 
Mittelpunkte, so müssen den Strahlen 13; 14, 15 der 
Beihe nach entsprechen die Strahlen 23; 24, 25, wo- 
durch die projektive Beziehung der Büschel gerade fest- 
gelegt ist. Die Büschel 1 und 2 erzeugen dann die 
-durch die fünf Punkte gehende Kurve 2. Ordnung. Es 
kann keine zweite solche Kurve geben. Denn auch 
-eine solche zweite Kurve würde aus 1 und 2 durch 
projektive Büschel projiziert und diese projektive Be- 
ziehung muss mit der eben bestimmten notwendig zu- 
^sammenfallen, da sie drei Paare entsprechender Strahlen 
mit ihr gemein hat. Also folgt: 

; Satz 24; „Durch fünf beliebige Punkte einer Ebene 
geht eine und stets eine Kurve 2. Ordnung.*^ 
"Würden von den fünf gegebenen Punkten drei, etwa 
•die Punkte 3, 4, 5 in einer Geraden p liegen^ so wären 
«die Strahlenbüschel aus 1 und 2 perspektiv und die 
<3-erade p wäre die Achse der Perspektivität. Das 
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Erzeugnis dieser Perspektiven Strahlenbüschel 1 und 
2 bestünde zunächst in der Geraden p, da sich ja ent- 
sprechende Strahlen stets auf p begegnen. Weiter ge- 
hört aber auch die Verbindungslinie 12 der Büschel- 
mittelpunkte diesem Erzeugnis an. Denn in ihr fallen 
zwei entsprechende Strahlen der Perspektiven Büschel 
ihrer ganzen Ausdehnung nach zusammen, so dass 
jeder Punkt dieser Linie als Schnittpunkt dieser 
beiden entsprechenden Strahlen der Perspektiven Büschel 
betrachtet werden kann. Bei Perspektiven Büscheln 
besteht also das Erzeugnis in zwei Geraden, die Kurve 
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Fig. 88. 
Doehlemann, Projektive Geometrie. 



98 I^ie Kegelschnitte. 

2. Ordnung ist, wie man sich ausdrückt^ „zerfallen*' 

und zwar in zwei Gerade^ d. h. zwei Kurven 1. Ordnung. 

Xnfg. 20» Eine Kurve 2. Ordnung ist gegeben durch 
fünf Punkte 1^ 2, 3, 4, 5; die Schnittpunkte mit 
einer Geraden 1 zu konstruieren. 

Lösung. Wir führen den in 52) angegebenen Gedanken- 
gang durch. Die Punkte 1 und 2 werden als 
Mittelpunkte der die Kurve erzeugenden Büschel 
genommen (Fig. 28); die Punktreihen, welche die 
gegebene Gerade 1 auf diesen Büscheln ausschneidet, 
projizieren wir aus S auf den gezeichnet vorliegen- 
den Hilfs- Kreis. Die Steiner *sche Konstruktion 
liefert dann die verlangten Schnittpunkte M und N. 

Aufg. 21 > In den Punkten 1 und 4 die Tangenten an 
die Kurve 2. Ordnung zu konstruieren. 

Lösung* Siehe Zusatz 1) von 53). 

§ 20. Der Satz von Pascal. 
Gegenseiten eines Sechsecks. 

55. Aus irgend sechs Punkten in einer Ebene kann 
man in sehr verschiedener Weise Sechsecke bilden. Ver- 
teilt man die ZiflFern 1, 2, 3, 4, 5, 6 in irgend einer An- 
ordnung auf die sechs Punkte, so ist dadurch das Sechs- 
eck 12 3 4 5 6 festgelegt, dessen Ecken in der Beihen- 
folge der Ziffern durchlaufen werden. In einem solchen 
Sechseck, dessen Seiten im Uebrigen noch ganz be- 
liebig sich schneiden können, kann man dreimal je zwei 
Seiten einander zuordnen, nämlich die Seiten 12 und 
45, dann 23 und 56, endlich 34 und 61. Wir nennen 
die zwei Seiten eines solchen Paares^ zwischen denen 
immer vier Seiten des Sechseckes gelegen sind^ „ Gegen- 
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selten ^^ Schneiden sich 12 und 45 in X, 23 und 56 
in Y, 34 und 61 in Z^ so sind also X^ Y, Z die Schnitt- 
punkte der Gegenseiten und für jede Numerierung 
kann man diese drei Punkte konstruieren. ' 

Das einer Kurve 2. Ordnung eingeschriebene 

Sechseck. 
56. Betrachten wir jetzt in Fig. 27 das Sechseck der 
auf der Kurve k* gelegenen Punkte ATSBSjR, das 
wir in dieser Reihenfolge mit 12345 6 numerieren. 
Dann sind in ihm Gegen-Seiten AT und BSj, ferner 
TS und SjR, endlich SB und RA. Die Schnittpunkte 
dieser Gegenseiten sind der Beihe nach B^, P, B und 
nach der Figur liegen diese drei Punkte auf einer 
Geraden. Vermöge dieser Eigenschaft fanden wir ja 
immer andere Punkte A' . . . der Kurve k*. Die sechs 
Punkte A,T . . . . R können aber als sechs beliebige Punkte 
auf der Kurve 2, Ordnung betrachtet werden. Würde 
man sie in irgend einer andern Weise numerieren, so 
könnte man auch wieder die Punkte, auf welche die 
Zahlen 3 und 5 fallen, als Mittelpunkt der die Kurve 
erzeugenden Strahlenbüschel nehmen, die Punkte mit 
den Ziflfern 2 und 6 Hessen wir die Rolle der Punkte 
R und T spielen u. s. f. Wir erhalten dann ein neues 
Sechseck^ aber auch in diesem müssen wiederum die 
Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Geraden liegen, 
demnach ergibt sich der 

Satz 25; „Sind irgend sechs Punkte auf einer Kurve 
2. Ordnung gegeben und numeriert man sie in ir- 
gend einer Weise zu einem Sechseck, so liegen die 
drei Schnittpunkte der Gegenseiten dieses Sechs- 
ecks auf einer Geraden." 
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Dies ist der wichtige Lehrsatz von Pascal, den 
dieser, 16 Jahre alt^ im Jahre 1640 veröffentlichte. 
Ein Sechseck, in dem die Gegenseiten-Schnittpunkte 
auf einer Geraden liegen , heisst auch ein Pas- 
cal'sches Sechseck und diese Gerade die Pascal-Linie 
(P. L.) 

Wenn ferner bei der in 52) gegebenen Konstruk- 
tion die Punkte A' . • . .9 die man für verschiedene 
durch P gehende Gerade erhielt, stets auf der Kurve 
2. Ordnung k' lagen, so liefert dieses offenbar den 

Satz 26; „Liegen in einem Sechseck, das irgendwie 
numeriert ist, die Schnittpunkte der Gegenseiten 
auf einer Geraden, so liegen die sechs Ecken des 
Sechsecks auf einer Kurve 2. Ordnung." 
Es geht also die durch fünf der Ecken des Sechs- 
eckes bestimmte Kurve 2. Ordnung dann von selbst 
auch durch die letzte Ecke des Sechsecks. Ein Pas- 
caFsches Sechseck ist mithin stets einer Kurve 2. Ordnung 
eingeschrieben. Wenn ferner bei irgend einer Nu- 
merierung in einem Sechseck die Schnittpunkte der 
Gegenseiten auf einer Geraden liegen^ so hat das Sechs- 
eck diese Eigenschaft bei jeder möglichen Nu- 
merierung. 

Spezialisierungen des Pascal-Satzes. 

57. Aus dem Pascal-Satz können wir noch andere, 
speziellere Sätze ableiten. Lassen wir von den Ecken des 
der Kurve eingeschriebenen Sechseckes die Ecke 2 der 
Ecke 1 auf der Kurve näher und näher rücken, so 
fällt schliesslich 2 mit 1 zusammen, so dass man bloss 
noch ein Fünfeck hat^ als Yerbindungsseite 12 aber 
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müssen wir die Tangente in 1 betrachten. Wie sich 
der Pascal- Satz dann modifiziert, dürfte aus Fig. 29^ 
zu entnehmen sein. 

Ebenso können wir zweimal zwei Ecken des Sechs» 
eckes zusammenrücken lassen und erhalten dadurch zwei 
in den Fig. 29^ und 29<) dargestellte Sätze. 

Wenn endlich dreimal zwei Ecken zusammenfallen, 
so ergibt sich der in Fig. 29^ zcur Anschauung ge- 
brachte 

Satz 27; „Hat man ein einer Kurve 2. Ordnung ein- 
geschriebenes Dreieck, so liegen die Schnittpunkte 
jeder Dreiecks-Seite mit der Tangente in der gegen- 
überliegenden Ecke in einer Geraden/^ 

6<— 




fJ: 




Flg. 29 a. 



Flg. 29 b. 
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Flg. 29d. 
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Anwendungen des Pascal-Satzes. 

58. Der Pascal-Satz war, seiner Ableitung nach, nur 
ein anderer, bequemerer Ausdruck für die Konstruktion^ 
vermittels welcher man entsprechende Strahlen in den 
projektiven Büscheln fand, die die Kurve 2. Ordnung 
erzeugten. Er kann daher auch benutzt werden, um 
von einer Kurve 2. Ordnung, welche irgendwie, z. B. 
durch fünf Punkte, bestimmt ist, weitere Punkte zu 
konstruieren. Wir lassen die beiden Aufgaben 1. 
Grades folgen, deren Lösung der Pascal-Satz leistet. 

Anfg:> 22> Fünf Punkte einer Kurve 2. Ordnung sind 
gegeben, sowie durch einen dieser Punkte eine 
Gerade. Man konstruiere den zweiten Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der Kurve 2. Ordnung. 

Losung^ Der Punkt, durch den die gegebene Gerade 
1 geht; sei mit 1 bezeichnet (Fig. 30), der zweite^ 
gesuchte Schnittpunkt auf 1 sei 2, sodass also die 
Seite 12 jedenfalls mit der Geraden 1 zusammen- 
fällt ; die übrigen gegebenen Punkte seien 3, 4, 5, 6. 
Das Sechseck; welches der gesuchte Punkt 2 mit 
den gegebenen Punkten bildet, ist ein PascaFsches. 

/ Die Pascal-Linie (P. L.) kön- 

s Y ^®^ ^^^ konstruieren als 

\ ^ V. ^ / Verbindungslinie der Punkte 

C: \ y^' ^ X und Z, wobei X Schnitt- 

^^^s^' punkt von 12 und 45, Z 

,**.^^\ Schnittpunkt von 34 und 
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. / 61 • -^uf ihr müssen sich 

Fig. 80. auch schneiden 23 und 56. 

Die letztere Linie liefert also auf der P. L. den 
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Punkt Y und 3? schneidet den gesuchten Punkt 2 
auf 1 aus. 
Anfg> 23. Von einer Kurve 2. Ordnung sind fünf 
Punkte gegeben; in einem derselben die Tangente 
an die Kurve zu konstruieren. 

LJisnng. In der Absicht, uns ein Pascal^sches Sechseck 
bezw. Fünfeck zu numerieren, bezeichnen wir den 
Punkt, in dem die Tangente konstruiert werden 
soU, mit 1, 2 (Fig. 31) ; 
die andern gegebenen 
Punkte mit 3; 4; 5, 6. 
Dann kann man wieder 
, die Punkte Y und Z der 
Pascal*Linie , also diese 
selbst konstruieren. Auf 
ihr schneidet 45 den 
Punkt X aus, durch den 
nach den Erörterungen 
von 57) die Tangente 12 f«ig. 31. 

im Punkte 1 geht. 

Eine andere Lösung der vorstehenden Aufgabe 
war in Aufgabe 21 angedeutet. 

Ganz in ähnlicher Weise behandelt man die beiden 

folgenden Aufgaben. 

Anfg> 24» Von einer Kurve 2. Ordnung sind vier Punkte 
gegeben und in einem derselben die Tangente. In 
einem der übrigen Punkte die Tangente an die 
Kurve zu konstruieren. 

Anfg. 25> Von einer Kurve 2- Ordnung sind drei 
Punkte gegeben und in zweien derselben die Tan- 
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genten an die Kurve; im dritten Punkte die Tan- 
gente zu konstruieren. 

§ 21. Das Erzeugnis zweier projektirer, in der gleichen 
Ebene gelegener Punktreiken» 

Die Kurve 2. Klasse. 
59. Zwei in einer Ebene befindliche, projektiv auf 
einander bezogene Punktreihen g und g^ liefern ein 
Erzeugnis^ sofern wir je zwei entsprechende Punkte 
derselben durch eine Gerade verbinden. Wir erhalten 
zunächst ein Polygon, dessen Seiten von solchen Yer- 
bindungs-Oeraden gebildet werden und schliesslich, 
nach Ausführung des Grenzübergangs, als IJmhüllungs- 
gebilde der go vielen Yerbindungsstrahlen eine Kurve, 
deren Tangenten eben alle diese Strahlen sind. 







X 
i 

Flg. 82. 
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Um diese Kurve näher zu untersuchen^ sei (Fig. 
32) die projektive Beziehung von g und g^ durch drei 
Paare entsprechender Funkte gegeben, A,Aj, B,Bi; C,Cj, 
welche verbunden drei Tangenten a, b, c der erzeugten 
Kurve liefern. Weitere Tangenten derselben finden 
wir unter Benutzung der in 31) Fig. 16 angegebenen 
Methode zur Konstruktion entsprechender Punkte der 
projektiven Punktreihen. Es werden also auf a die 
Punkte S und S^ beliebig angenommen, sodann aus 
ihnen g und g^ durch Perspektive Strahlenbüschel pro- 
jiziert; welche als Perspektiven Schnitt die Gerade p 
liefern. 

Zu einem beliebigen Punkte D auf g finden wir 
nun den entsprechenden D^ auf g^ mit Rücksicht 
darauf; dass sich SD und S^D^ wieder in einem Punkte 
D von p schneiden müssen. DD^ ist dann eine weitere 
Tangente der erzeugten Kurve. 

Unter Anwendung der gleichen Konstruktion fin- 
den wir jetzt auch dia Punkte £^ und F, welche dem 
Schnittpunkt von g und g^ entsprechen^ wenn wir ihn 
als E und F^ bezeichnen. Es treten dabei die Hilfs- 
punkte £ und F auf. Dann ist aber g die Verbin- 
dungslinie der entsprechenden Punkte F und F^^ wäh- 
rend gj die entsprechenden Punkte E und E^ verbin- 
det. Also sind auch g und g^ Tangenten der erzeug- 
ten Kurve, die wir x* nennen wollen. 

Diese Kurve ist von der 2. Klasse, d. h. durch 
einen beliebigen Punkt P gehen, algebraisch gespro- 
chen, zwei ihrer Tangenten. Dies erkennen wir an 
einer eigenen Figur in folgender Weise. Um die 
durch P gehenden Tangenten der n^ zu finden, haben 
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wir bloss zuzusehen, wie oft es vorkommen kann, dass 
eine Verbindungslinie entsprechender Punkte von g 
und gj durch P läuft. Projizieren wir nun aber die 
Punktreihen g und g^ aus P je durch einen Strahlen» 
biischel, so haben die Doppelstrahlen dieser projek- 
tiven Büschel die Eigenschaft, Tangenten durch P an 
die Kurve x^ zu liefern und nur für diese Doppel- 
strahlen tritt dies ein. Die Kurve x' ist also in der 
That von der 2. Klasse. 

Wählen wir einen Punkt D auf g, so gehen durch 
ihn auch zwei Tangenten an x', die eine ist die Tangente 
g, die andere ist die Verbindungslinie d von D mit 
dem entsprechenden Punkt D^. Diese zwei Tangenten 
sind immer verschieden, nur für den Punkt F fällt 
diese zweite Tangente auch mit g zusammen. Durch 
F gehen also zwei unendlich benachbarte Tangenten der 
X*, also ist nach 51) F der Berührungspunkt von g 
mit der Kurve x*. Ebenso ist natürlich E^ der Be- 
rührungspunkt der Tangente g^. Wir haben also 
Satz 28: ,,Das Erzeugnis zweier projektiven, in der 
gleichen Ebene gelegenen Punktreihen ist eine 
Kurve 2. Klasse, welche auch die Träger der Punkt- 
reihen zu Tangenten hat. Die Berührungspunkte 
dieser beiden Tangenten sind die Punkte, welche 
den im Schnittpunkte der Träger vereinigten be- 
züglich entsprechen." 

Weitere Eigenschaf ten der Kurve 2. Klasse. 
60. In den soeben durchgeführten Betrachtungen 
waren die Tangenten g und g^, die Träger der projektiven 
Punktreihen, vor den übrigen Tangenten wie a, b, c, 
. . . ausgezeichnet. Wir wollen nun zeigen, dass irgend 
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awei Tangenten der Kurve x* die Bolle von g und gj 
übernehmen können^ in dem die übrigen Tangenten 
auch auf ihnen projektive Punktreihen ausschneiden. 

Konstruieren wir wieder (Fig. 33), ausgehend von 
drei Paaren A,Aj, B,Bj, C,Cj entsprechender Punkte, den 
Perspektiven Schnitt p. Dieser treffe g und g^ in zwei 
Punkten, die als Hilfspunkte Q und B betrachtet wer- 
den mögen. Dann erkennt man, dass S^Q eine Tangente 




Fig. 33. 
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q der erzeugten Kurve (Q fällt mit Q zusammen, wäh- 
rend Q^ der Schnitt von S^Q und g^ ist) und ebenso 
ist Sb eine Tangente r von x*. 

Statt nun von g, gj, a, b, c als Tangenten der 
erzeugten Kurve x' auszugehen,, können wir auch von 
Si &) ^) ^) ^ ausgehen, da ja r und q- auch ent- 
sprechende Punkte der gegebenen projektiven Punkt« 
reihen g und g^ ausschneiden. 

Denken wir uns jetzt die Kurve x' tangenten- 
weise konstruiert, in dem wir von g, g^, &, b, c aus- 
gehen. DanQ seien drei beliebige ihrer Tangenten 
herausgegriffen, die wir mit b, r, q bezeichnen. Wir 
woUen nun die vorige Figur rekonstruieren mit diesen 
Elementen. Die Tangente r trifft g^ in B, die Tan« 
gente q den Träger g in Q, die Tangente b schneidet 
auf g und g^ zwei Punkte B und B^ aus, die Verbin- 
dungslinie QB sei p. 

Wählen wir dann auf p irgend einen Punkt B' 
beliebig, so möge BB' mit r den Schnittpunkt S', B^B' 
mit q den Schnittpunkt S/ liefern. Dann können wir 
mit S' und S/ als Bäschelmittelpunkten und p als 
perspektivem Schnitt dieser Büschel eine projektive 
Beziehung auf g und g^ herstellen, die aber mit der 
gegebenen identisch sein muss, da sie mit ihr die drei 
Punktpaare BB^, BBj, QQ^ gemein hat. Es muss also 
auch die Verbindungslinie S'S'^ oder a' entsprechende 
Punkte der projektiven Punktreihen g und g^ aus- 
schneiden, also ist diese Linie a/ auch eine Tangente 
von x*. 

Nun war B' noch beliebig auf p anzunehmen. 
Lassen wir B' auf p wandern, so beschreiben die Strah« 
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]en aus B und B^ nach B' Perspektive Strahlenbüschel 
und diese Strahlenbüschel schneiden auf r und q be- 
züglich die Punkte S' und S^' aus. Es müssen also 
auch die Punktreihen S' und S^' als Schnitte mit Per- 
spektiven Büscheln projektiv sein oder mit andern 
Worten: die Geraden a', die sämtlich Tangenten der 
Kurve x^, schneiden auf den Tangenten r und q pro- 
jektive Punktroihen aus. 

Die Analysis ergänzt diese Betrachtungen, indem 
sie zeigt; dass jede Kurve zweiter Klasse als Erzeugnis 
projektiver Punktreihen dargestellt werden kann. Dem- 
nach ergiebt sich 

Satz 29: ^Auf irgend zwei Tangenten einer Kurve 
zweiter Klasse schneiden die übrigen Tangenten 
dieser Kurve projektive Punktreihen aus". 

Bestimmung einer Kurve 2. Klasse. 

61. Aus der eben nachgewiesenen Erzeugung der 
Kurven zweiter Klasse ergiebt sich unmittelbar, dass 
man sich fünf Tangenten einer solchen Kurve beliebig 
geben darf, dass es also stets eine und nur eine solche 
Kurve giebt, welche fünf vorgegebene Gerade berührt. 

Denn sind I, II, III, IV, V diese Geraden, so 
wählen wir etwa I und II aus und ordnen die Punkte 
einander zu, welche III, IV und V je auf ihnen aus- 
schneiden. Dadurch ist die projektive Beziehung der 
Punktreihen auf I und II gerade festgelegt. Die durch 
diese Punktreihen erzeugte Kurve ist die verlangte. 
Es giebt nur eine solche Kurve, wie man ebenso 
zeigt wie in 54), also 

Satz 30: „Es giebt eine und nur eine Kurve zwei- 
ter Klasse, welche fünf beliebige Gerade berührt^. 
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Gehen von den fünf gegebenen Geraden drei, 
«twa in, IV und Y durch einen Punkt S, so werden 
die Punktreihen auf I- und II perspektiv. Die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte bilden also den 
Strahlenbüschel S. Ausserdem fallen aber in dem 
Schnittpunkt von I und II entsprechende Punkte £ 
und Ej der Perspektiven Punktreihen auf I und 11 
zusammen. Jede durch E gehende Linie kann mithin 
sIb eine Gerade gelten, welche entsprechende Punkte, 




Fig. 34. 
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nämlich E und E^ , verbindet. Es gehört also auch 
der Strahlenbüschel E dem Erzeugnis der Perspektiven 
Punktreihen auf I und II an. Das Erzeugnis per- 
spektiver Punktreihen besteht folglich in zwei Strahlen* 
büscheln, deren Strahlen je den Büschelmittelpunkt 
umhüllen. Die Kurve zweiter Klasse ist in zwei 
Kurven erster Klasse zerfallen. 

Xufg* 26 t „Von einer KurVb zweiter Klasse sind fünf 
Tangenten gegeben, man zeichne die durch einen 
Punkt S an die Kurve gehenden Tangenten". 

LSsnng. In Verfolgung des in 59) bereits erörterten 
Gedankengangs greifen wir zwei der gegebenen Tan- 
genten, etwa I und II heraus (Fig. 34), markieren 
die Punktreihen, welche die drei übrigen Tangenten 
auf ihnen ausschneiden und projizieren diese auf 
den Hilfskreis, von dem wir annehmen, dass er 
durch den gegebenen Punkt 8 gehe. Die Doppel- 
strahlen der dadurch entstehenden Strahlenbüschel^ 
die nach 43) zu konstruieren sind, liefern die ge- 
suchten Tangenten. 

§ 22. Der Satz von Brianchon. 

Gegenecken eines Sechsseits. 

62. Irgend sechs Gerade in einer Ebene lassen sich 
in verschiedenster Weise zu einem Sechsseit zusammen- 
fassen. Verteilen wir auf die sechs Gerade irgendwie 
die Numern I, II, III, IV, V, VI und durchlaufen 
die Seiten in der Reihenfolge der Nummern, so sind als 
Schnittpunkte aufeinanderfolgender Seiten auch 
sechs Ecken bestimmt, nämlich der Schnittpunkt von I 
und II, den wir als Punkt (I U) bezeichnen, der Punkt 
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(II, III) u. s. f., endlich der Punkt (VI, I). Es folgt 
also auf VI wieder I. (Cyclische Vertauschung.) Aus 
diesen sechs Ecken eines numerierten Sechsseits lassen 
sich drei Paare von „Oegenecken'^ bilden, nämlich die 
Ecke (I, II) und (IV, V), dann (II, HL) und (V, VI), 
endlich (III, IV) und (VI, I). Je zwei solche Gegen- 
ecken können wir durch eine Gerade verbinden und 
erhalten so drei Verbindungslinien von Gegenecken, 
die wir in der angegebenen Reihenfolge x, y, z nennen. 

Das einer Kurve 2. Klasse umschriebene 

Sechsseit. 
63. Betrachten wir jetzt in Fig. 33 das Sechsseit 
a q g b g, r und numerieren es in dieser Eeihenfolge 
mit I II III IV V VI, so sind die Verbindungslinien 
der Gegenecken die drei Geraden S^ B^, QB, BS, 
welche nach der Figur durch einen Punkt B gehen. 
Die sechs Seiten des Sechsseits dürfen als sechs be- 
liebige Tangenten der Kurve zweiter Klasse angesehen 
werden. "Würde man sie in irgend einer andern Weise 
numerieren, so könnte man doch wieder die Tangen- 
ten, welche dann die Nummern III und V tragen, als 
erzeugende Punktreihen für die Kurve zweiter Klasse 
benutzen, ferner könnte man die Tangente mit der 
Nummer I die Rolle der Tangente a spielen lassen u. s. f., 
kurz man- erhi^e- für das neue Sechsseit, das der an- 
dern Numerierung entspricht, auch wieder einen (an- 
dern) Punkt B^ durch den die drei Verbindungslinien 
der Gegenecken hindurchgehen müssten. Es ist also 
bewiesen: 

Satz 31; „Irgend sechs Tangenten einer Kurve zwei- 
ter Klasse liefern, auf irgend eine Weise nume- 
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riert) ein der Kurve umschriebenes Sechsseit, in 

dem sich die Verbindungslinien der Gegenecken in 

einem Funkt schneiden". 

Das ist der Lehrsatz von Brianchon, den dieser 

französische Gelehrte 1806 veröffentlichte. Den Punkt 

B, in dem sich die Verbindungslinien der Gegenecken 

schneiden, nennen wir den Brianchon^schen Funkt, 

(B. F.). 

Aber auch eine IJmkehrung dieses Satzes folgt 
unmittelbar aus der Fig. 33. Dort fanden wir ja wei- 
tere Tangenten a' der Kurve zweiter Klasse, indem 
wir immer Sechsseite konstruierten, für welche sich 
S*B und Si*B^ in Funkten B' von QR begegneten. 
Wir können also auch behaupten: 
Satz 32: „Wenn in einem irgeiidwie numerierten 
Sechsseit die Verbindungslinien der Gegenecken 
sich in einem Funkte schneiden, so ist das Sechs- 
seit einer Kurve zweiter Klasse umschrieben, d. h. 
die Kurve zweiter Klasse, welche fünf dieser Sei- 
ten berührt, berührt von selbst auch die sechste 
Seite des Sechsseits". 

Es braucht wohl kaum erwähnt zu werden , dass 
sich die Sätze von Pascal und Brianchon nach dem 
Gesetz der Dualität entsprechen. 

Spezialisierungen des Brianchon's eben 

Satzes. 
64. Denken wir uns ein einer Kurve zweiter Klasse 
umschriebenes Sechsseit gegeben und halten wir fünf 
seiner Seiten, etwa I, III, IV, V, VI fest, während 
wir die Seite II sich so ändern lassen, dass sie sich 
der Seite I mehr und mehr nähert. Ist dann im 
Doehlemann, Projektive Geometrie. 8 
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Greuzfall II mit I zusammgefallen, so haben wir statt 
des Sechsseits ein Fünfseit. Dagegen haben wir noch 
sechs Ecken. Denn als Schnittpunkt von I und U 
müssen wir den Berührungspunkt der Tangeute I mit 
der Kurve pehmen. Der Brianchon'sche Satz lässt 
sich dann in entsprechender Weise für dies Fünfseit 
formulieren: es mag genügen, auf Fig. 35^ zu verwei- 
sen, die den Satz veranschaulicht. Ferner können wir 
in dem Sechsseit zweimal zwei Tangenten zusammen- 
fallen lassen, wodurch wir aus dem Brianchon-Satze 
Sätze über das Yierseit erhalten , das einer Kurve 
zweiter Klasse umschrieben ist. Die Figuren 35^ und 
35^ werden hinreichen, um auch den Wortlaut derselben 





Fig. 35 a. 



Fig. 35 b. 





Fig. 35 c. 



Fig. 35 d. 
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Bn liefern. Fallen endlich dreimal zwei Tangenten zu- 
sammen, 80 erhalten wir (Fig. 35<^) den 
Satz 33: „Hat man ein einer Kurve zweiter Klasse 
umschriebenes Dreieck, so gehen die Verbindungs- 
linien der Ecken mit den Berührungspunkten der 
gegenüberliegenden Seiten durch einen Punkt". 

Anwendungen des Brianchon'schen Satzes. 
65. Nach Satz 32) können wir das Brianchon'sche 
Sechsseit benutzen, um von einer Kurve zweiter Klasse 
weitere Tangenten zu konstruieren und die beiden fol- 
genden Aufgaben zu behandeln. 

Anfg« 27; Von einer Kurve zweiter 
Klasse sind fünf Tangenten ge- 
geben und auf einer derselben 
ein Punkt P. Man soll die zweite, 
durch diesen Punkt gehende 
Tangente der Kurve zeichnen. 

Fig. 86. 

Lösung« Wir numerieren uns ein Brianchon'sches 
Sechsseit. Die Tangente^ auf der P liegt, sei I 
(Fig. 36), die gesuchte Tangente sei II, die übrigen 
gegebenen Tangenten erhalten die Nummern III, IV, 
V, VL Dann ist P der^Schnittpunkt (I, U). Die 
Linien x und z können wir zeichnen und sie lie- 
fern den Brianchon*schen Punkt (B.P.). Durch ihn 
und (V,VI) geht y und diese Linie schneidet auf 
m einen Punkt aus, der mit P verbunden die ge- 
suchte Tangente giebt. 

Anfg> 28; Eine Kurve zweiter Klasse ist gegeben 
durch fünf Tangenten, den Berührungspunkt einer 
derselben zu bestimmen. 
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LCsnng> Die Tangente, deren Berührungspunkt be- 
stimmt werden soll, bezeichnen wir mit I und II 
(Fig. 37), die übrigen mit III . . . VI. Dann kann 
^ ^\ man zwei der Verbindungslinien 

der Gegenecken, nämlich z und y 
zeichnen, deren Schnitt der Brian- 
chon'sche Punkt ist. Durch die- 
sen und (IV, V) geht x und diese 
Linie schneidet auf I den Be- 
Fig. 87. rührungspunkt T aus. 

Ganz in ähnlicher "Weise sind folgende Aufgaben 
zu behandeln : 

Anfg> 29; Von einer Kurve zweiter Klasse sind fünf 
Tangenten gegeben; eine Tangente an die Kurve 
zu zeichnen, die parallel einer der gegebenen ist. 
Lösung wie Aufgabe 27), nur liegt P in unend- 
licher Ferne. 
Anfg. 30: Von einer Kurve zweiter Klasse sind vier 
Tangenten gegeben und auf einer derselben ihr 
Berührungspunkt ; man konstruiere die Berührungs- 
punkte der anderen Tangenten. 
Lösung« Brianchon'scher Satz für ein Vierseit. 
Anfg« 31; Von einer Kurve zweiter Klasse sind zwei 
Tangenten gegeben und ihre Berührungspunkte, so- 
wie eine dritte Tangente; man zeichne deren Be- 
rührungspunkt. 

§ 23. Identität der Kurven zweiter Ordnung und 

zweiter Klasse« 

Die Mac-Laurin'sche Konfiguration. 
66. Hatten wir eine Kurve zweiter Ordnung durch 
projektive Büschel erzeugt, so konnten wir in jedem 
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ihrer Funkte die Tangente bestimmen. Von welcher 
Klasse ist nun die erzeugte Kurve zweiter Ordnung? 

Lag andererseits eine Kurve zweiter Klasse vor 
als Erzeugnis projektiver Punktreihen, so war auf je- 
der Tangente ein Punkt, der Berührungspunkt, festge- 
legt. Von welcher Ordnung ist die von den Berüh- 
rungspunkten gebildete Kurve? 

TJm diese nahe liegenden Fragen zu beantworten^ 
gehen wir aus von einer Kurve zweiter Klasse, die 
durch vier Tangenten a^ b, c, d und den Berührungs- 
punkt A von a bestimmt sein möge (Fig. 38). Die 
Berührungspunkte B, 0, D von b; c, d, die damit dann 
schon gegeben sind, wollen wir nun nicht wie in 
Aufg. 30 mittels des Brianchon'schen Satzes bestimmen, 
sondern unter Benützung dos Satzes 14) in 35). Für 
den vorliegenden Fall haben wir nun zu berücksich- 
tigen, dass auf irgend zwei Tangenten einer Kurve 
zweiter Klasse die übrigen Tangenten projektive Punkt- 
reihen ausschneiden und ferner^ dass die auf Grund des 
angezogenen Satzes zu konstruierende Linie p^ die Be- 
rührungspunkte der beiden Tangenten ausschneidet 
(59). Die Tangenten a^ b^ c, d bilden nun ein voll- 
ständiges Vierseit. Es sei der Schnittpunkt von a und 
b mit M bezeichnet, also kurz (ab) = M^ ebenso 
(cd) = Mj, ferner (ac) = N , (bd) = N^ , endlich 
(ad) = P und (bc) = P„ so dass N,Ni, M,Mj, P,P, die 
drei Paare von Gegenecken des Vierseites. "Weiter 
bezeichnen wir die Verbindungslinie NN^ mit x, MM^ 
mit y, PPj mit z. 

Greifen wir jetzt zunächst die beiden Tangenten 
a und b heraus, so schneiden die übrigen Tangeuten 
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c, d u. s. f. auf a und b projektive Punktreihen aus 
und zwar entsprechen den Punkten N, P bezüglich 
die Punkte P^, Nj. Die Linie p^ des Satzes 14) ^ht 




Fig. 88. 

mithin durch den Schnittpunkt Y der Verbindungs- 
linien PP^ und NN^ und ausserdem durch A. Es 
schneidet also die Verbindungslinie AY auf b den Be- 
rührungspunkt B aus. 

Betrachten wir in gleicher Weise a und c als 
Träger projektiver Punktreihen, so haben wir M und 
M^ sowie P und P^ zu verbinden und deren Schnitt- 
punkt X liefert mit A verbunden die Perspektivitats- 
Achse, welche auf c den Berührungspunkt C ausschnei- 
det. Die analogen Betrachtungen ^ durchgeführt für 
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die Paare a und d, b und g, b und d^ endlich c und 
d, liefern dann folgendes Besultat: Wird noch der 
Schnittpunkt von NN^ und MM^ mit Z bezeichnet, so 
gehen AC und BD durch X, AB und CD durch Y, 
AD und BC durch Z. Wir haben also 

Satz 34; ^Irgend vier Tangenten a, b, c, d einer 
Kurve zweiter Klasse bestimmen ein vollständiges 
Vierseit mit den drei Verbindungslinien x, y, z der 
Gegenecken. Die Berührungspunkte A, B, C, D der 
vier Tangenten liefern ein vollständiges Viereck, 
in dem X, Y, Z die Schnittpunkte der G-egenseiten. 
Die Dreiecke X Y Z und x y z fallen dann zu- 
sammen". 

Das System der Punkte und Geraden dieser Figur 
ist bekannt als die Mac-Laurin'sche' Konfiguration.''') 

Die Kurye zweiter Klasse ist von der 

zweiten Ordnung. 
67. Lassen wir jetzt Bewegung in unsere Figur kom- 
men, indem wir a^ b, o festhalten, dagegen der Tan- 
gente d andere und andere Lagen geben, jedoch so, 
dass sie immer die Kurve zweiter Klasse berührt. 
Dabei ist AC eine feste Linie und bei jeder Wahl von 
d ergiebt sich auf ihr ein Punkt X. 

Wir können aber auch umgekehrt X beliebig auf 
AC wählen und erhalten dann dazu eine Linie d, 
wenn wir uns der Führung der Figur anvertrauen. 
Liegen nämlich a, b, c, A, B, C, X und also auch 
M, N, Pj gezeichnet vor, so schneidet die Verbin- 

*> Hac-Laurih : De linearam geometricaram proprletatibns ge« 
teeralibns. (London 1748.) 
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dungslinie MX die Tangente c in M^ und die Yer* 
bindungslinie P^X trifft a in P. Dann ist leicht zu 
beweisen, dass M^P eine Tangente d der Kurve zwei- 
ter Klasse und dass BX deren Berührungspunkt D 
ausschneidet. In der That numerieren wir uns ein 
Brianchon'sches Sechsseit, von dem I und II auf b, 
in auf 0, IV und V auf M^P und VI auf a fallen, 
so schneiden sich BD, P^P und M^M im Brian chon- 
sehen Punkt X, also ist (Satz 32) M^P eine Tangente 
d der Kurve zweiter Klasse und D deren Berührungs« 
punkt. (Fig. 35 c.) 

Dann muss sich aber auch die ganze Figur wie 
oben, herstellen lassen. Bringen wir also BC mit MX 
in Z zum Schnitt und ziehen NZ, so liefert AB auf 
NZ den Punkt Y. Durch Y geht jetzt auch CD oder 
anders ausgedrückt: man kann D auch erhalten als 
Schnittpunkt der Strahlen BX und CY. 

Lassen wir jetzt X auf AC fortrücken, so be- 
schreibt der Strahl BX einen zur Punktreihe X Per- 
spektiven Strahlenbüschel und ebenso MX; der Punkt 
Z wandert auf der Geraden BC weiter, Y auf AB 
und der Strahl CY beschreibt einen Büschel um C. 

Man hat mithin folgende Ileihe von perspek- 
tiven Grundgebilden: 

Str. Büschel BX x P.Beihe X = Str. Büschel MX 

= P.Reihe Z x Str. Büschel NZ 
^ P.Reihe Y ~ Str. Büschel CY. 

Also ist auch 

Str. Büschel BX AT Str. Büschel CY. 

Folglich ist aber der Ort der Punkte D dargestellt 
als Erzeugnis projektiver Strahlenbüschel, also liegen 



Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte. 121 

alle Berührungspunkte D der Tangenten der Kurv» 
zweiter Klasse auf einer Kurve zweiter Ordnung, 
welche natürlich auch durch die Punkte A, B, C, I> 
geht, da ja die bewegliche Tangente d auch mit a, b^. 
c, d zusammenfallen kann. 

Die entsprechende duale Betrachtung, deren Durch- 
führung dem Leser angeraten wird, zeigt, dass di& 
Tangenten einer Kurve zweiter Ordnung eine Kurve 
zweiter Klasse bilden. Wir haben demnach 

Satz 85; „Die Berührungspunkte der Tangenten einer 
Kurve zweiter Klasse liegen auf einer Kurve zwei- 
ter Ordnung und die Tangenten einer Kurve zwei- 
ter Ordnung bilden eine Kurve zweiter Klasde". 
Ob man also von projektiven Punktreihen oder 
projektiven Strahlenbüschel ausgeht, man erhält die 
gleiche Kurve, nur das einemal tangenten weise ^ das 
anderemal punktweise erzeugte Die Kurven zweiter 
Klasse sind auch von der zweiten Ordnung und umge- 
kehrt. Wir wollen diese Kurveti zweiter Ordnung 
und zweiter Klasse „Kegelschnitte" nennen. Die 
Berechtigung dieser Bezeichnung wird in einem spä- 
teren Abschnitte dargethan werden. 

§ 24. Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte. 

Unendlich ferne Punkte. Asymptoten. 

68. Wir wollen jetzt sehen, welche verschiedene 
Formen die Kegelschnitte annehmen können. Maa 
teilt die Kegelschnitte ein nach ihrem Verhalten 
gegenüber der unendlich fernen Geraden der Ebene, 
in welcher der Kegelschnitt liegt. Der Kegelschnitt 
kann diese unendlich ferne Gerade nämlich entweder 
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in zwei reellen Punkten schneiden oder sie gar nicht 
schneiden (d. h. in zwei imaginären Punkten) oder er 
kann sie berühren. Um für diese abstrakten Möglich- 
keiten geometrisch brauchbare Unterscheidungen zu 
erhalten, sei ein Kegelschnitt durch projektive Büschel 
8 und S^ erzeugt, deren projektive Beziehung durch 
drei Paare entsprechender Strahlen a^ b, c, und a^, 
h^y Cj festgelegt sein möge. XJm nun die Schnittpunkte 
des Kegelschnittes mit der unendlich fernen Ge- 
raden zu bestimmen, haben wir nur das Verfahren, 
auf Grund dessen wir in 52) und Aufg. 20 die Schnitt- 
punkte einer endlichen Geraden 1 mit dem Kegelschnitt 
bestimmten, entsprechend umzuändern^ Da sich in je- 
dem Punkte des Kegelschnittes entsprechende Strahlen 
der projektiven Büschel S und S^ begegnen, so sind 
etwaige unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes da- 
durch ausgezeichnet, dass nach ihnen entsprechende 
Strahlen der Büschel S und S^ laufen, die überdies 
noch parallel sind. Um solche Strahlen zu finden, 
viörschieben wir den Büschel S^ parall^ zu sich selbst, 
bis S^ nach S fällt. Dies führen wir aus; in dem wir 
durch S folgende Strahlen ziehen: a^,' -}^ a^, b^' -||" \j 
o^' -^ c^. Dann ist, wie leicht zu sehen, auch der 
Büschel (a, b, c) projektiv zum Büschel (a/, b/, c^') 
wobei dem Strahl a der Strahl a^' entspricht u. s. f. 
Die 'Doppelstrahlen dieser Büschel aber liefern ent- 
sprechende Strahlen der Büschel S und S/, die paral- 
lel laufen. Denn wenn n=^ n^* ein solcher Doppel- 
strahl, so ist Uj -f|- n/, also auch n -|-|- n^. Die ge- 
nannten Doppelstrahlen, die sich nach der Steiner^schen 
Konstruktion ermitteln lassen, geben folglich die Bich« 
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t u n g e n , in denen unendlich ferne Punkte des Kegel- 
schnittes gelegen sind. Jede Parallele zu einer solchen 
Bichtung geht auch durch diesen unendHish fernen 
Punkt der Kurve hindurch. Dies entspricht dem Um* 
stand, dass durch irgend einen, im Endlichen gelegenen, 
Punkt einer Kurve ein Büschel von Strahlen hindurch- 
geht. Wie nun in diesem, eben genannten Strahlen- 
büschel die Tangente an die Kurve enthalten ist; so 
ist auch in dem Parallelstrahlenbüschel durch einen 
unendlich fernen Punkt einer Kurve ein Strahl vor- 
handen^ der die Kurve in dem unendlich fernen Punkt 
berührt, also die Tangente in diesem Punkte. Wir 
nennen ganz allgemein die Tangente in einem unend- 
lich fernen Punkt einer Kurve eine „Asymptote** der 
Kurve. Ihre Konstruktion bleibt ganz die gleiche wie 
die der Tangente, nur tritt an Stelle des im Endlichen 
gelegenen Punktes der durch eine Sichtung gegebene 
unendlich ferne Punkt. - - 

Ellipse, Hyperbel, Parabel. 

69. Zurückkehrend zur Einteilung der Kegel- 
schnitte müssen wir mithin folgende Fälle unterscheiden : 

a) Die beiden projektiven Strahlenbüschel (a, b, c) 
und (a^', b/, c^^) haben keine 
Doppelstrahlen. Dann hat der 
erzeugte K^elschnitt keine un- 
endlich fernen Punkte, liegt 
also ganz im Endlichen« Man 
nennt ihn „Ellipse^ (jSXXettpig) mT^ 

(Fig. 39.) Sie kann speziell in den Kreis übergehen«*) 

*) Es gibt Kurven höherer Ordnimg, die Infolge ihrer ova- 
len Form sich äusserlich nur wenig von einer Ellipse unter- 
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b) Die Doppelstrahlen der beiden projektiven 
Büschel sind reell. Der Kegelschnitt hat also zwei 
reelle, unendlich ferne Punkte. Er heisst Hyperbel 
{i)7ieQßoX^) (Fig. 40). Die Asymptoten sind a und b. 
Die Kurve besteht aus zwei Teilen, die sich den Asymp* 
toten mehr und mehr nähern. Die Kurve hat nur 




Flg. 40. 



scheiden. Wählt man auf einer solchen Kurve zwei Punkte S und 
St beliebig, so kann man die Strahlenbüschel S und Si durch die 
Kurve eindeutig auf einander beziehen, Indem man solche Strah- 
len einander zuweist, die sich auf der Kurve begegnen. Trotzdem 
sind diese Büschel dann nicht projektiv und es ist das Doppelver- 
hältnis von vier Strahlen des einen nicht gleich dem der ent- 
sprechenden Strahlen des andern. Denn analytisch betrachtet, schnei- 
det Irgend ein Strahl durch S die Kurve ausser in den z:nrel reel- 
len Punkten noch in Imaginären Punkten, die für die Rechnung 
ebenso zu berücksichtigen sind wie die geometrisch sichtbaren 
Punkte. Yergl. die Definition projektiver Grundgebilde in 80). 
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zwei unendlich ferne Punkte , nämlich die unendlich 
fernen Berührungspunkte A und B von a und b. Geht 
man auf der Kurve von o aus gegen 1 ins Unendliche, 
so kehrt man daraus über B zurück nach 2 ; geht man 
in der B.ichtung nach 3 ins Unendliche, so kehrt 
man auf der andern Seite der Asymptote über A nach 
4 zurück. Die Kurve schliesst sich also durch das 
Unendliche hindurch. 

c) Die beiden projektiven Strahlenbüschel haben 
einen Doppelstrahl. Die Kurve hat einen unendlich 
fernen (doppelt zäh- 
lenden) Punkt , be- 
rührt also die unend- 
lich ferne Gerade. 
Sie heisst Parabel 
(TtaQaßoZ^) (Fig. 41). 
Die Asymptote der- 
selben ist die unend- 
lich ferne Gerade, auf 
ihr liegt der unend- 
lich ferne Berührungs- 
punkt P. 

Diese Bezeich- 
nungender drei Kegel- 
schnittestammen schon 
von den Griechen her. 
Sie beziehen sich Fig. 41. 

auf die eigentümliche Art und Weise; wie diese die 
Gleichungen dieser Kurven als Beziehungen zwischen 
Flächeninhalten deuteten. 
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Tangentenweise Konstruktion der Parabel. 
70. Erzeugen wir einen Kegelschnitt durch pro- 
jektive Pnnktreihen, so können wir ebenfalls, wenn 
auch weniger einfach, die drei Arten von Kegelschnit- 
ten unterscheiden. Wann die Parabel entsteht, ist 
sofort einzusehen : nämlich immer und nur dann, wenn 
die unendlich fernen Punkte der erzeugenden Punkte 
reihen g und g, in der projektiven Beziehung einan- 
der entsprechen. Denn dann ist die Verbindungslinie 
dieser beiden unendlich fernen Punkte, also die un- 
endlich ferne Gerade der Ebene, eine Tangente der 
erzeugten Kurve, diese muss also eine Parabel sein. 
Projektive Punktreihen, in denen sich die unendlich 
fernen Punkte entsprachen, nannten wir aber (39) 
ähnliche; folglich schneiden die Tangenten einer Para- 
bel auf irgend zwei festen Tangenten derselben solche 
ähnliche Punktreihen aus. Daraus ergibt sich eine 
einfache Konstruktion der Tangenten einer Parabel. 




Fig. 42. 
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Sind g und g, die gegebenen Tangenten (Fig. 42) und 
bezeichnen wir deren Berührungspunkte mit 5 und 0^ 
so teilen wir die Strecken von ihnen aus bis zum 
Schnittpunkt von g und g^ je in fünf gleiche Teile» 
Dann liefern entsprechende Teilpunkte verbunden stets 
eine Tangente der Parabel. Durch Fortsetzung der Teil- 
ung erhält man^ wie aus der Figur zu ersehen, weitere 
Tangenten derselben. 

Aufgaben über die Hyperbel und Parabel. 

71. Wir fügen hier noch einige Aufgaben bei, aus 
denen hervorgehen mag^ wie unendlich ferne Elemente 
(Asymptoten, unendlich ferne Gerade) ganz ebenso 
konstruktiv verwendet werden können wie im End» 
liehen gelegene Bestimmungsstücke. 

Anfg. 32* Von einer Hyperbel sind gegeben die Rich- 
tungen der Asymptoten und drei Punkte. "Weitere 
Punkte der Kurve^ sowie die Asymptoten selbst zu 
konstruieren. 

Lösung, Sind s und s^' die Richtungen der Asymp- 
toten (Fig. 43), so sind also die unendlich fernen 
Punkte S und Sj dieser Geraden Punkte der Hy-» 
perbel. Wir wählen sie als Mittelpunkte von die 
Kurve erzeugenden Strahlenbüscheln, die in diesem 
Falle in Parallelstrahlen büschel übergehen. Durch 
die weiter gegebenen Punkte A, B, € sind 
dann den drei Strahlen a, b, c des Büschels S als 
entsprechende im Büschel S^ die Strahlen a^^ b^, c^ 
zugewiesen. Wir konstruiereü die projektive Be- 
ziehung der beiden Büschel nach 32), lassen aber 
. zur Vereinfachung g mit a^ und g^ mit a zusammen- 
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fallen. Dann erhalten wir in bekannter Weise das 
Centrum P der Perapektivität (als Schnitt von BB, 
und CO,) und zu irgend einem Strahle d den ent- 
sprechenden d,, dessen Schnittpunkt I> mit d der 
Hyperbel als Punkt angehört. 



Fig. *9. 
Um die Asymptoten, also die Tangenten in den 
Punkten S und S, zu finden, haben wir nach Satz 22) 
die Verbindungslinie SS, als Strahl des einen und des 
Andern Büschels zu nehmen und immer den entsprech- 
•enden Strahl im andern Büschel zu suchen. Diese 
Verbindungslinie SS, ist hier die anendlich ferne 
Oerade und sie trifft g und g, in den unendlich fernen 
Funkten dieser Geraden. Man findet dann durch kon- 
«erneute Durchführung der Konstruktion, dass die 
Asymptoten die Linien a^ und b,' sind, die durch P 
parallel zu a und s' laufen. — In der Figur stehen 
^e Bichtungen der Asymptoten aufeinander senkrecht. 
Sine solche Hyperbel beisst eine „gleichseitige". 
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Anfg. 33. Von einem Kegelsehnitt sind gegeben ein un- 
endlich ferner Punkt; sowie zwei Tangenten mit 
ihren Berührungspunkten. Man zeichne die Asymp- 
tote in dem gegebenen unendlich fernen Punkte. 

Lo8nng> Sind a und b die 
Tangenten mit den Be- 
rührungspunkten A und 
B, während S der gege- 
bene unendlich ferne 
Punkt (Fig. 44), so sei 
die gesuchte Asymptote 
die Verbindungslinie 12, * 
A sei 3,4 und 5,6 falle 
mit B zusammen. Dann 
erhalten wir in dem 
Pascal -Sechseck 12 3 
4 5 6 die Punkte Y und Z der Pascal-Linie (Satz 
27) auf der sich juush 12 und 45 schneiden müssen. 
Es geht also durch diesen Schnit^poidii X die 
Asymptote s^. 
Man zeichne Aach die zweite Asymptote. 

Aufg* 34> Man löse die vorletzte 
Aufgabe 32 unter Anwendung 
des Pascal-Satzes. 

Aufg» 35» Von einer Parabel sind 
vier Tangenten gegeben. Den 
Berührungspunkt einer der*, 
selben zu konstruieren. ; 

Losung. Da der Kegelschnitt eine Parabel sein soll, 
so berührt er die unendlich ferne Gerade d«r Ebene; 
Doehlemann, Projektive Geometrie. • 



Fig. 4A. 




Fig. 45. 
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diese unendlich ferne Gerade ist aher mit der Ebene 
gleichzeitig gegeben als fünfte Tangente. TJm die 
Aufgabe zu lösen, bezeichnen wir diejenige Tan- 
gente, deren Berührungspunkt wir finden wollen, 
mit I und II, die unendlich ferne Gerade mit III, 
mit IV, V, VI die drei andern Tangenten (Fig. 45). 
Dann ist (11,111) der unendlich ferne Punkt der 
mit n bezeichneten Tangente^ (III, IV) der unend- 
lich ferne Punkt von IV. Durch den Brianchon- 
schen Satz finden wir nun leicht den Berührungs- 
punkt T auf der Tangente I. 

Aufg. 36* Parallel einer gegebenen B.ichtung an eine 
Parabel die Tangente zu konstruieren. 

Lösung. Verlangt man, 
parallel einer gegebenen Ge- 
raden 1 die Tangenten an 
einen beliebigen Kegelschnitt 
zu finden, so gibt es deren 
zwei. Denn die Aufgabe 
kommt darauf hinaus, durch 
den Schnittpunkt von 1 mit 
der unendlich fernen Geraden 
die Tangenten an den Kegel- 
schnitt zu legen. Berührt 

aber der Kegelschnitt die unendlich ferne Gerade, wie 
dies bei der Parabel der Fall ist, so ist die unendlich 
ferne Gerade selbst eine der Tangenten durch diesen 
Punkt, es bleibt also bloss noch eine im Endlichen 
gelegene Tangente, parallel der Geraden 1, die Auf* 
gäbe wird eine lineare. 




Fig. 46. 
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Ist nun die Parabel etwa gegeben durch zwei 
Tangenten a und b mit ihren Berührungspunkten A 
und B (Fig. 46), so numerieren wir uns ein Brianchon- 
sches Sechsseit. I, II fallen auf a^ III und lY auf b, 
y sei die gesuchte, zur gegebenen Geraden I parallele, 
Tangente, VI sei die unendlich ferne Gerade. Dann 
ergibt sich Y wieder durch Konstruktion des Brianchon- 
sehen Punktes^ wobei noch zu beachten, dass der Schnitt- 
punkt (Y, YI) natürlich der unendlich ferne Punkt 
von 1 ist. 

Aufg, 87, Eine Parabel ist gegeben durch vier Tan- 
genten. Ihren unendlich fernen Punkt (die Bich- 
tung der Achse) zu bestimmen. 
Lgsnng« Bezeichnen wir (Fig. 47) 
die vier gegebenen Tangenten 
mit I, II, III, lY, die unend- 
lich ferne Gerade mit Y und 
YI, so gibt die Linie y, welche 
in dem Brianchon'schen Sechs- 
seit nach dem Berührungs- 
punkt (Y, YI) läuft, die Rich- 
tung, in welcher der unendlich ferne Punkt der 
Parabel liegt. 




Fig. 47. 



VI. Abschnitt. 

Die Polarentheorie der Eegelsehnltte. 

§ 25. Pol und Polare. 
Konjugierte Punkte und konjugierte Gerade. 

72. Liegt ein Kegelschnitt k' gegeben vor und 
ist g eine Gerade^ welche ihn in den Punkten A und 
B trifft (Mg. 48); so kann man zu irgend einem Punkte 
X von g den vierten harmonischen X' bezüglich A 
und B konstruieren, so dass also (XX* AB) = — 1. 
Wir nennen dann zwei solche Punkte X und X* „kon- 
jugiert" in Bezug auf den Kegelschnitt. 




Fig. 48. 

Würde die Gerade g den Kegelschnitt berühren, 
so vereinigen sich A und B in einen Punkt, etwa C. 
Der vierte harmonische zu einem Punkt X fiele dann. 
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wo auch X auf der Taogente liegen mag, wieder mit 
C zusammen. Zu jedem Punkte einer Tangente ist 
also der Berührungspunkt konjugiert. 

Gehen andererseits von einem Punkte G aus zwei 
Tangenten a und b an den Kegelschnitt, so kann man 
zu irgend einer Geraden x durch G den vierten har- 
monischen Strahl x' bestimmen in Bezug auf a, b. 
Es ist also dann (xx' ab)= — 1, "Wir nennen zwei 
solche Strahlen x, x' „konjugierte Gerade^ in Bezug 
auf den Kegelschnitt. Fällt G auf den Kegelschnitt 
nach Gq, so fallen die beiden Tangenten in eine zu- 
sammen, nämlich in die Tangente c in G^ an den Kegel- 
schnitt. Zu irgend einer Geraden durch den Punkt 
Gq des Kegelschnittes ist dann c stets die konjugierte 
Gerade. — In der rechnenden Geometrie kann man 
diese Definition konjugierter Punkte und Geraden for- 
mal übertragen auf den Fall; wo die Gerade g den 
Kegelschnitt nicht schneidet oder wo von dem Punkte 
G aus keine reellen Tangenten an den Kegelschnitt 
möglich sind. 

Wir stellen uns jetzt die Fragen : "Wo liegen über- 
haupt alle Punkte, die zu einem gegebenen Punkte 
X konjugiert sind in bezug auf einen Kegelschnitt? 
Ferner: Was für eine Kurve umhüllen alle Geraden, 
die zu einer gegebenen Geraden x konjugiert sind in 
Bezug auf einen Kegelschnitt? 

Polare eines Punktes, 

73. Wir gehen aus von der Mac-Laurin*schen 
Konfiguration, wie sie in Fig. 38 erörtert worden. 
Bringen wir dort noch AC in X', BD in X" zum 
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Schnitt mit NNj, so folgt aus dem Viereck lABOI), 
dasB sowol (XX' AC) == — 1 als auch (XX"BD) = — 1. 

Es sei nun der Kegelschnitt gegeben, sowie der 
Punkt X ; durch X ziehen wir eine Sehne AG beliebig. 
Bringen wir dann die Tangenten a und c in A und 
C in H zum Schnitt und konstruieren ferner X' als 
den vierten harmonischen zu X bezüglich A und C^ 
so ist durch N und X' die Linie NN^ oder x festge- 
legt. Wie man also auch eine Sehne BD durch X 
zieht, der vierte harmonische X" zu X bezüglich B 
und D muss stets auf dieser Linie x gelegen sein. 
Diese G-erade x ist demnach der Ort aller zum Punkte 
X konjugierter Punkte. Wir nennen sie die „Polare 
des Punktes X'' in Bezug auf den Kegelschnitt. Auf 
ihr müssen sich dann auch die Tangenten b und d in 
B und D begegnen. Ebenso ist XZ oder y die Polare 
von Y und XY oder z die Polare von Z. 

Wir haben also folgende Eigenschaften der Polaran 
eines Punktes ; die wir durch die Fig. 49 zur An- 
schauung bringen, erhalten: 

Satz 36: „Hat man einen Punkt X und einen Kegel, 
schnitt und zieht durch ihn alle möglichen Linien^ 
welche in A,B; C,D; E,F u. s. f. den Kegelschnitt 
treffen^ und konstruiert man 

1) Zu A,B; C,D; E,F u. s. f. den vierten harmoni- 
schen in Bezug auf X, 

2) die zwei andern Nebenecken der vollständigen 
Vierecke ABCD, ABEF u. s. f. 

3) die Schnittpunkte der Tangenten in A und B, 
in C und D u. s. f. 
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4) die Berührangspunkte der allenfalls von X aua 
an den Kegelschnitt gehenden Tangenten, 
80 liegen alle diese Pankte auf einer Geraden x, der 
Polaren des Punktes X'\*) 



^ 




Fig. 49. 

Pol einer Geraden. 

74. Ganz in ähnlicher Weise zeigen wir, dass alle zu 
einer Geraden x konjugierten Geraden durch einen 
Punkt X gehen, den wir den n^o^" ^on x nennen. In 
der That denken wir uns in Fig. 38 noch die Linien 
NX und NjX gezogen, die mit x' bezw. x'' bezeichnet 
werden mögen, so ist sowol (xx'ac) = — 1 als auch 
(xx"bd) = — 1. Haben wir nun x oder NNj beliebig 
angenommen, ferner von einem Punkte N aus die Tan- 
genten a und c an den Kegelschnitt gezogen, welche 
in A und C berühren, so können wir X schon be- 
stimmen als Schnittpunkt von AC und dem Strahle x*. 



♦) In dieser Figur, sowie in den folgenden, ist der Bequem- 
lichkeit wegen als Kegelschnitt eine Ellipse gewählt. Selbstver- 
ständlich gelten die Sätze für Jeden Kegelschnitt, sofern nicht aus- 
drücklich Etwas Anderes bemerkt ist. 
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der* zu x harmonisch ist bezüglich a und c. Wo dann 
auch auf x ein Punkt N^ weiter angenommen wird, i m- 
m e r muss die Berührungssehne BD der durch N^ gehen- 
den Tangenten b und d durch den bereits festgelegten 
Punkt X gehen und immer muss auch der Strahl x'', 
der zu x harmonisch in Bezug auf b und d; ebenfalls 
durch X laufen. Damit ergibt sich (Fig. 38). 
Satz 37: «Legt man von den Punkten einer Geraden 

X aus die Tangentenpaare an einen Kegelschnitt 

und konstruiert: 

1) zu X den vierten harmonischen Strahl bezüglich 
eines solchen Tangentenpaares, 

2) in dem von zwei solchen Tangentenpaaren ge- 
bildeten vollständigen Vierseit die zwei andern 
Verbindungslinien der Paare von Gegen-Ecken^ 

3) die zu einem Tangentenpaar gehörige Berühr- 
ungssehne (Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte), 

4) in den (etwaigen) Schnittpunkten von x mit' 
dem Kegelschnitt die Tangenten, 

so gehen alle dies<B Linien durch einen Punkt X^ 

den Pol von x." 

Natürlich gehört zu X wieder x als Polare. 
Ferner folgt aus 3) in den beiden letzten Sätzen noch: 
Znsatz ; „Liegt der Punkt X auf dem Kegelschnitt^ 

so wird seine Polare die Tangente und ebenso wird 

der Pol einer Tangente der Berührungspunkt 

iierselben**. 
I^ntg. 38, Zerfällt der Kegelschnitt (die Kurve 2. 

Ordnung) in zwei Gerade, so ergibt sich aus Satz 

36 der früher in 28) erwähnte Satz. Welcher Satz, 
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ergibt sich, wenn der Kegelschnitt (als Kurve 2» 
Klasse) in zwei Punkte zerfällt? 

§ 26. Das Polardreieck. 

75. Wählen wir einen Punkt X in der Ebene 
eines Kegelschnittes beliebig und zeichnen seine Polar» 
X ; auf X sei der Punkt Y beliebig angenommen. Dann 
muss die Polare y von Y jedenfalls durch X gehen^ 
da X und Y konjugierte Punkte. Der Schnittpunkt 
von X und y sei Z. Dieser Punkt Z ist konjugiert 
zu X und Z ist auch konjugiert zu Y, also ist XY 
oder z die Polare des Punktes Z. In XYZ haben 
wir folglich ein Dreieck erhalten von der Eigenschaft;, 
dass jede seiner Ecken die gegenüberliegende Seite zur 
Polaren hat. Wir nennen ein solches Dreieck ein 
„Polardreieck" des Kegelschnittes. 

Wir haben schon in Eig. 38 in XYZ ein Polar- 
dreieck erhalten; aus dieser Eigur können wir ent- 
nehmen, wie man sich in anderer Weise ein solche» 
Polardreieok verschaffen kann. Sind nämlich A, B, 0^ 
D irgend vier Punkte auf dem Kegelschnitt, so kon- 
struieren wir in dem vollständigen Viereck derselben 
die drei Nebenecken : diese bilden dann ein Polardrei- 
eck. — Ist umgekehrt in Eig. 50 ein Polardreieok 
XYZ konstruiert, so finden wir in folgender Weise 
eine Gruppe von- Punkten A, B, C, D, die zu ihm in 
der gleichen Beziehung steht. Wir wählen A beliebig^ 
irgendwo auf dem Kegelschnitt, ziehen AZ, welche 
Linie zum zweitenmal in B den Kegelschnitt trifit; 
dann verbinden wir X mit A und B, wodurch wir die 
Schnittpunkte C und D auf diesen Verbindungslinien 
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erhalten. Dann muss der Schnittpunkt von OD und 
AB auf der Polaren x von X liegen, also muss CD 
durch Z gehen. Ebenso müssen AD und BC durch 
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Fig. «50. 

Y laufen. — Lassen wir jetzt den Punkt X auf z fort- 
rücken und konstruieren für jede Lage seine Polare« 
Um also die Polare für X' zu finden, ziehen wir AX', 
welche Linie den Kegelschnitt nochmals in C trifft. 
Dann liefert BC auf z den Punkt Y*, sodass ZY' oder 
x' die Polare von X' ist. Es ist folglich 

P. Keihe CX,X^ . . .) X Str. Büschel A (X,X' . . .) 

A" Str. Büschel B (C,C . . .) 
^ P. Reihe (Y,Y' . . .) 
=K Str. Büschel Z (Y,Y' . . .) 

Also ist auch die Punktreihe X^X' . . . projektiv zum 
Büschel X; x' . . . der Polaren und wir erhalten 

Satz 38: ,,Bückt ein Punkt X auf einer Geraden z 
fort, so beschreibt seine Polare x in Bezug auf einen 
Kegelschnitt einen Strahlenbüschel um den Pol Z 
von z und dieser Strahlenbüschel ist projektiv zu 
der von dem Punkte beschriebenen Punktreihe. *^ 
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Dreht sich eine Gerade um einen Punkt Z, so be- 
wegt sich ebenso der Pol dieser Geraden auf der 
Polaren z dieses Punktes. 

Wir erhalten also in der Fig. 50 ein System von 
Polardreieoken XYZ, X'Y^Z' u. s. f., die alle die Ecke 
Z gemeinsam haben, während die gegenüberliegenden 
Seiten auf der Geraden z liegen. 

Anfg^ 39, Man beweise den Satz: Die sechs Ecken 
zweier Polardreiecke eines Kegelschnittes liegen 
auf einem Kegelschnitt, ihre sechs Seiten berühren 
einen zweiten Kegelschnitt. 

Die zu einer Geraden und zu einem Punkte 
in Bezug auf einen Kegelschnitt gehörige 

Involution. 

76. Die Punktreihe X,X' ... ist nicht bloss pro- 
jektiv zur Punktreihe Y,Y' . . ., sondern sie liegt zu 
ihr involutorisch, da ja die Polare y von Y durch 
X geht. Die Paare X,Y, X',Y'. . . bilden eine Punkt- 
involution, eben die Involution konjugierter Punkte 
auf z. Ebenso bilden die Strahlenpaare x,y, x',y* . . . 
eine Involution, die Involution konjugierter Geraden 
durch Z. Schneidet z den Kegelschnitt in reellen 
Punkten, so sind dies die Doppelpunkte der Punktin- 
volution (z. B. X^,Yq). Gehen von Z aus reelle Tan- 
genten an den Kegelschnitt, so liefern diese die Doppel- 
strahlen der Strahleninvolution (z. B. x^^yo). Aber 
auch wenn z den Kegelschnitt nicht in reellen Punkten 
trifft, so kann man trotzdem die Punktinvolution nach 
dem eben Bemerkten festlegen. Sie wird dann natür- 
lich eine elliptische und kann dazu dienen, die ima* 
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ginären Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegel- 
schnitt in geometrisch brauchbarer Weise zu ersetzen. 
Wenn ferner von Z aus keine Tangenten an den 
Kegelschnitt gezogen werden können, so wird die In- 
Yolution der konjugierten Geraden durch Z, die immer 
noch bestimmt werden kann; eine elliptische. Statt 
der imaginären Tangenten von Z aus führt man dann 
diese Involution in die Betrachtung ein. Berührt z 
den Kegelschnitt, oder fällt Z auf denselben^ so wird 
die zu z oder Z gehörige Involution eine parabolische. 

Das Dualitäts-Gesetz in der Ebene. 

77. Ist in einer Ebene ein Kegelschnitt k'^ spe- 
ziell etwa auch ein Kreis; gegeben und irgend eine 
Figur, so kann man zu jedem Punkte die Polare, zu 
jeder Geraden den Pol in Bezug auf k^ zeichnen. Den 
Punkten einer Geraden entsprechen dann nach Satz 38) 
Gerade, die alle durch den Pol dieser Geraden gehen. 
Vier Punkten einer Geraden entsprechen also vier 
Strahlen durch einen Punkt und es ist überdies das 
Doppelverhältnis der vier Strahlen = dem der vier 
Punkte. Dem Schnittpunkt zweier Geraden entspricht 
die Verbindungslinie ^der Pole der beiden Geraden 
ü. s. f. Wir erhalten dann aus der ersten Figur eine 
zweite, die ihr genau nach dem Dualitäts-Gesetz der 
Ebene 7) a entspricht. Jetzt ist aber zwischen den 
beiden Figuren auch ein direkter, geometrischer Zu- 
dammenhang hergestellt; sie sind „reciprok" zueinander 
in Bezug auf den Kegelschnitt. Irgend einer Kurve 
als Ort von Punkten entspricht eine Kurve, eingehüllt 
von den entsprechenden Geraden. Die Klasse dieser 
letztem ist = der Ordnung der ersten Kurve. Die 
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Funkte des KegelsohDittes k^ sind dadurch auBgezeich* 
net; dass die ihnen entsprechenden Gelraden, nämlich 
die Tangenten von k'; durch sie hindurchgehen. 

§ 27. Mittelpunkt; Durchmesser* 

Der Mittelpunkt. 

78. Aus den allgemeinen Sätzen der Polarentheorie 
erhalten wir wieder spezielle^ metrische, wenn wir das 
Unendlich-Ferne hereinziehen. Wir haben die An- 
nahme als zulässig und notwendig erkannt, dass alle 
unendlich fernen Punkte einer Ebene auf einer Geraden 
liegen. Auch zu dieser unendlich fernen Geraden 
können wir dann den Pol zeichnen in Bezug auf einen 
Kegelschnitt und wir erhalten ihn, indem wir von den 
Punkten der unendlich fernen Geraden aus Tangenten- 
paare an den Kegelschnitt legen. Die zugehörigen 
Berührungssehnen gehen alle durch diesen Pol. Wir 
nennen den Pol der unendlich fernen Geraden den 
„Mittelpunkt* ' des Kegelschnittes; jede durch ihn 
gehende Sehne einen „Durchmesser**. Die beiden 
Schnittpunkte eines Durchmessers mit dem Kegelschnitt 
müssen harmonisch getrennt werden durch den Mittel- 
punkt und durch den Schnittpunkt des Durchmessers 
mit der unendlich fernen Geraden, also muss jeder 
Durchmesser im Mittelpunkt halbiert werden (Satz 36, J. 

Für die Ellipse und Hyperbel liegt der Mittel- 
punkt im Endlichen; bei der letzteren ist er (Satz 37,^) 
der Schnittpunkt der Asymptoten; für die Parabel, 
welche die unendlich ferne Gerade berührt, fällt der 
Mittelpunkt in den Berührungspunkt der unendlich 
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fernen Geraden^ also in den unendlich fernen Punkt 
der Parabel. Alle Durohmesser der Parabel sind folglich 
parallel. 

Es hat sich mithin ergeben: 
Satz 39: „Die Verbindungslinien der Berührungspunkte 




Fig. 61a 




Fig. 61b. 
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paralleler Tangeuten eines Kegelschnittes (Ellipse 
oder Hyperbel) gehen alle durch den Mittelpunkt 
und heissen Durchmesser. Jeder Durchmesser wird 
im Mittelpunkt halbiert.« (Fig. 51» und 51^.) 

Konjugierte Durchmesser. 

79. Nehmen wir jetzt in Figur 50 z als die un- 
endlich ferne Gerade. Dann wird Z der Mittelpunkt 
des Kegelschnittes. (Fig. 51* und 51^) Die Linien 
xy, x'y' werden konjugierte Gerade durch den Mittel- 
punkt : wir nennen sie ^,konjugierte Durchmesser^^ 
Jeder von ihnen ist also die Polare des unendlich 
fernen Punktes des andern. Zieht man zu einem der 
konjugierten Durchmesser eine parallele Sehne AB, so 
muss die Mitte dieser Sehne auf dem konjugierten 
Durchmesser liegen, da sie harmonisch liegt zu X be- 
züglich A und B. In Bezug auf konjugierte Durch- 
messer zeigt also der Kegelschnitt eine „schiefe Sym- 
metrie". Dies liefert 

» 

Satz 40: „Die konjugierten Geraden durch den Mittel- 
punkt eines Kegelschnittes liefern die Involution 
der konjugierten Durchmesser. Jeder von zwei 
konjugierten Durchmessern halbiert alle Sehnen, die 
zum andern parallel laufen. Die Tangenten in den 
Endpunkten eines Durchmessers sind parallel zum 
konjugierten Durchmesser. Je zwei konjugierte 
Durchmesser bilden mit der unendlich fernen Geraden 
ein Polardreieck". (Fig. 51* und 51^.) 

Hat man (Fig. 51^) eine Parabel und sind AB, 
A'B', . . . parallele Sehnen, M,M' . . . deren Mitten; so 
liegen diese alle auf einem Durchmesser, der durch den 
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uDendlioh fernen Punkt S der Parabel geht. Der 
Durchmesser schneidet die Parabel nochmals in T und 
die Tangente in diesem Punkte ist parallel AB. 




Fig. 61 c. 

Znsatz« Man kann zeigen, dass in der Involution der 
konjugierten Durchmesser ein und nur ein Paar 
vorhanden ist, dessen Strahlen aufeinander senkrecht 
stehen. (x"y"). Dies liefert die Eichtungen der 
,, Achsen" des Kegelschnittes. Nur ftlr den Kreis 
stehen konjugierte Durchmesser immer auf einander 
senkrecht. 

Für die Hyperbel besitzt die Involution der kon- 
jugierten Durchmesser reelle Doppelstrahlen ; dies sind 
die Asymptoten. Jede Asymptote ist also zu sich 
selbst konjugiert. Irgend zwei konjugierte Durchmesser 
4er Hyperbel trennen die Asymptoten harmonisch. 
(Vergl. 75) 

Daraus folgt sofort, dass der Berührungspunkt T 
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einer Tangente (Fig. 51*) in der Mitte des Abschnittes 

'RS liegt, den die Asymptoten auf der Tangente er«- 

z engen. 

Anfg« 40. Schneidet eine beliebige Gerade eine Hy- 
perbel in den Punkten A und B und die Asympr 
toten in und D, so ist CA = BD. Beweis durch 
Anwendung des soeben bewiesenen Satzes über die 
Tangente. 

Aafg. 41, Ein Kegelschnitt ist durch fünf Punkte 
oder fünf Tangenten gegeben. Seinen Mittelpunkt 
zu konstruieren. 

LSsanigr* Man verschaffe sich parallele Tangenten und 
damit einen Durchmesser. 

Anfg* 42, Man betrachte die Mac Laurin'sche Kon- 
figuration (Fig. 38) für den Fall, dass z die un- 
endlich ferne Gerade ist und leite auf diese Weise 
den Satz ab: In irgend einem, einem Kegelschnitt 
umschriebenen Parallelogramm sind die Diagonalen 
konjugierte Durchmesser. 



VII. Abschnitt. 

Die Kegel- and Begel-Flächen 2. Ordnung als 
Erzeugnisse projektirer Grundgebilde. 

§ 28. lieber Flächen im Allgemeinen. 

Segelflächen. 

80. Unter einer Fläche (z. B. einer Ebene, einer 

Kugel; einem Kegel) verstehen wir den Inbegriff von 

zweifach unendlich vielen (oo ^) Punkten^ die durch ein 

mathematisches Gesetz bestimmt werden können. In 

Doehlemann, Projektive Geometrie. 10 
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der rechnenden Geometrie wird eine Fläche definiert 
durch eine Gleichung^ der die Koordinaten (x, y, z) 
eines jeden ihrer Punkte genügen müssen. 

Eine Fläche kann in Sonderheit die Eigenschaft 
haben, dass sie erzeugt werden kann durch Bewegung 
einer festen Kurve, die wir uns etwa aus Draht her- 
gestellt denken. Im einfachsten Falle wird diese 
Kurve eine Gerade sein. Die Flächen, die auf 
diese Weise durch Bewegung einer Geraden entstehen, 
heissen allgemein „Regelflächen'^. Sie enthalten, ge- 
mäss ihrer Erzeugung, ein einfach unendliches System 
von geraden Linien^ die wir die „Erzeugenden" der 
Fläche nennen. Solche „ geradlinige ** Flächen treten 
uns entgegen^ sobald wir die Erzeugnisse projektiver 
Grundgebilde erster Stufe betrachten, die beliebig im 
£*aume liegen, wie ja z. B. zwei beliebig im Haume 
gelegene projektive Punktreihen nach 50) als Erzeug- 
nis ein solches System von einfach unendlich vielen, 
im Haume angeordneten Geraden lieferten. 

Wir können nun zwei durchaus verschiedene Typen 
von Hegelflächen unterscheiden je nach dem Verhalten 
unendlich benachbarter Erzeugenden der Fläche. Fol- 
gende Fälle sind nämlich zu trennen: 

a) Irgend zwei unendlich benachbarte Er- 
zeugende der Fläche schneiden sich stets. Dann be- 
stimmen dieselben eine Ebene und der zwischen den 
Erzeugenden gelegene Teil der Ebene ist ein Element 
der Fläche. Es sind also die Elemente der Fläche 
sämtlich eben. (Fig. 52). Eine solche Fläche (die anch 
durch Bewegung einer Ebene erzeugt werden kann) 
heisst eine „abwickelbare^ (d^veloppable.) Irgend 
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zwei einander nicht aoendlich bensohbarte Erzengenda 
der Fläche brauchen sieh natUrlioh nicht xa •chneiden. 



Flg. Bl. 

Die einfachste abwickelbare Fläche ist der „Kegel", 
Er entateht, wenn eine G-erade sich irgendwie bewegt 
während einer ihrer Funkte testgehalten wird. Dieser 
fixierte Punkt heisat die „Spitze" des Kegels. Liegt 
die Spitze im Unendlichen, bewegt sich also eine Qe- 
rade irgendwie, aber steta parallel zu lieh selbst^ 
so entsteht aus dem Kegel der „Qylinder". 

b) Je zwei unendlich benachbarte Gerade der 
Flächen schneiden sich nicht. Die einzelnen Elemente 
der Fläche sind nicht eben, sondern gekrümmt, da zwei 
Nachbargerade auf der Fläche, so nahe aneinander man 
sie auch wählen mag, sich nicht schneiden, sondern 
windschief zu einander verlaufen. Solche Flächen 
heisien „windsobiete" Kegelßächen. Wir werden ein 
Beispiel einer solchen Fläche weiter unten kennen lernen. 
Tangentialebene einer Fläche. 

81. Ist aof einer Flache ein Punkt P gegeben, 
lo kSnnen wir durch F auf der Fläche unendlich viel« 
Kurven zeichnen, etwa die Schnittkurven mit den Ebenen 
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eines Büschels, dessen Achse durch P geht. Jede dieser 
Kurven besitzt in P eine Tangente und diese Tangente 
hat mit der betreffenden Kurve, also auch mit der 
Fläche, zwei Nachbarpunkte in P gemein, ist also 
auch eine Tangente der Fläche. Nun zeigt die Ana- 
lysis, dass alle diese Tfiftigenten in einem Punkte P an 
eine Fläche in einer v|E&ene liegen, der Tangential- 
Ebene inP an die Fläche, P heisst der Berüh- 
rungspunkt der Tangeutialebene. Jede durch P in 
dieser Ebene gezogene Gerade hat in P zwei benach- 
barte Punkte mit der Fläche gemein. 

Lie^ft eine Gerade h ganz auf einer Fläche, so geht 
also die Tangentialebene in jedem Punkte von h jeden- 
falls durch diese Gerade hindurch. 

Liegen auf einer Fläche z we i gerade Xini^i^; die 
sich schneiden, so ist di^ Tan^^'^ntialebenie in ihrem. 
Schnittpunkt bestimmt alfit -die Ebßue dieser beiden 
Geraden, gleichgiltig ob die b^i^^n Geraden unendlich 
benachbart sind oder ob sie ein^ei^ end.Uchen Winkel 
einschliessen. 

Ist P ein Punkt einer Kegelfläche, so geht die 
Tangentialebene in P jedenfalls durch die Erzeugende 
hindurch, welche durch P läuft. Dies ist die Ver- 
bindungslinie von P mit der Spitze S des Kegels. 
Durch S gibt es eine zu dieser Erzeugenden, benack^ 
harte Erzeugende und die durch beide bestimmte Ebene 
muss die Tangentialebene in P sein. Es ist also für 
alle Punkte einer Erzeugenden einer Kegeliiäche (und 
allgemeiuer einer abwickelbaren Fläche) die Tangential- 
ebene .die gleiche. Ep berührt folglich die Tangeijitial- 
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ebene einer Kegelfläohe oder abwickelbaren Fläche 
längs einer Erzeagenden die Fläche (Beispiel: der 
Kreiskegel.) 

Ordnung und Klasse einer Fläche. 

82. Unter der Ordnung einer Fläche versteht man 
die Anzahl der Schnittpunkte, welche eine beliebige 
Gerade mit der Fläche liefert und zwar im algebraischen 
Sinne, also ohne Bücksicht auf Kealität. (vergl. 51) 
Diese Ordnung gibt dann auch die Maximalzahl der 
reellen Schnittpunkte, welche eine Gerade mit der 
Fläche gemein haben kann. 

Hat man eine Kegelfläche, z. B. eine von der 2. 
Ordnung; so wird sie von irgend einer Geraden in zwei 
Punkten geschnitten. Nach diesen zwei Punkten laufen 
nun zwei Erzeugende der Kegelfläche; nämlich die Ver- 
bindungslinien derselben mit der Spitze. Die durch 
die Gerade und die Spitze gehende Ebene hat mit der 
Kegelfläche dann' gerade die genannten beiden Erzeu- 
genden gemein. Bei einer Kegelfläche gibt also die 
Ordnung auch die Zahl der Erzeugenden^ welche eine 
beliebige, durch die Spitze gehende. Ebene aus dem 
Kegel ausschneidet. 

Der Schnitt irgend einer Ebene mit einer Fläche 
n. Ordnung ist eine Kurve n. Ordnung, da jede Gerade 
in dieser Ebene n Punkte mit der Fläche, folglich eben 
Boviele mit der Schnittkurve gemein hat. 

Unter der Klasse einer Fläche verstehen wir die 
Anzahl der Tangentialebenen, die durch eine beliebige 
Gerade an die Fläche gelegt wdrden können, auch 
wiedelr im Sinne der Analysiiä. 
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Eine Kegelfiäohe; überhaupt jede abwickelbare 
Fläche besitzt nur einfach anendlich viele (oo^) Tan- 
gentialebenen. Bei diesen Flächen definiert man die 
Klasse als die Zahl ihrer Tangentialebenen, die durch 
einen beliebigen Punkt hindurchgehen. 

Beispiel einer windschiefen Begelfläche. 

83. Gegeben sind drei Gerade h, h^, h,, von denen 
keine zwei in einer Ebene liegen. Eine Gerade be- 
wegt sich so, dass sie beständig jede dieser drei Ge- 
raden schneidet. Man beweise 

1) Die bewegte Gerade schneidet auf den drei 
festen Geraden projektive Punktreihen aus; 

2) Schneidet irgend eine Gerade die bewegte Ge- 
rade in drei ihrer Lagen, so schneidet sie die- 
selbe in jeder Lage. 

Zunächst ist zu zeigen, wie man sich Gerade ver- 
schaffen kann, welche h, h^ und h, begegnen. Wählen 
wir auf h einen Punkt A willkürlich (Fig. 53), so 
können wir durch A und h^ eine Ebene (AhJ, sowie 
durch A und h, eine Ebene (Ah,) legen. Diese bei- 
den Ebenen schneiden sich dann in einer Geraden a, 
welche h^ in A^, sowie h, in A, trifft, also die ver- 
langte Eigenschaft hat. Auf diese Weise können wir 
unendlich viele solche Gerade b, c, d u. s. f. finden, 
indem wir auf h Punkte B, C, D . . . wählen. Es ist 
klar, dass irgend zwei solche Gerade z. B. a und b 
sich nicht schneiden. Denn wenn sie sich schneiden 
würden, lägen sie in einer Ebene und in der gleichen 
Ebene müssten auch h, h^, h, liegen, was gegen unsere 
Voraussetzung ist. Also beschreibt die Gerade eine 
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windschiefe Begelfläche. Es ist aber dann nach 22) 
Satz 4 




Flg. 68, 

(ABCD) = [(Ah,) (BhJ (ChJ (Dh,)] = (A, B, C, D,) 
und (ABCD) = [(AhJ (Bh,) (Ch,) (Dh,)] = (A, B, C, DJ 
folglich 

(ABCD) =(A, B, C. DJ = (A. B, 0. D.) 

Damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen. 

Es sei ferner eine Gerade hx gefunden, welche a, 
b und c schneidet. Projizieren wir nun die projek- 
tiven Punktreihen A, B, C . . . auf h und A^, B^, Cj . . . 
auf h^ je aus hx durch einen Ebenenbüschel, so sind 
diese Ebenenbüschel projektiv. Dann sind aber fol- 
gende Ebenen identisch: 

(Ahx) = (A,hx) = (hxa) 
(Bhx) = (B,hx) = (hxb) 
(Chx) = (C,hx) = (hxc) 

Es fallen also in den projektiven Büscheln drei Ebenen 
mit ihren entsprechenden zusammen, folglich muss über- 
haupt jede Ebene mit ihrer entsprechenden identisch 
sein. Es ist demnach auch (Dhx) E^ (I^i^x) d. h. die 
Gerade d und überhaupt j ede solche Gerade schneidet hx. 
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§ 29 Die Kegellläche 2. Ordnnngr« 

84. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen- 
büschel mit den Achsen s und s^, die sich in S schnei- 
den mögen (Fig. 54). Dann liefern je zwei entsprechende 
Ebenen eine Schnittlinie, die auch durch S geht. Das 
Erzeugnis der projektiven Ebenenbüschel ist demnach 
eine Kegelfläche mit der Spitze S. Wir fragen zunächst 
nach der Ordnung derselben. Zählen wir also ab, in 
wie viel Punkten eine beliebige Gerade g dieser Kegel- 
fläche begegnet. Wir legen in dem Zwecke durch g 
irgend eine Ebene. Dann werden die projektiven 




Fig. 54. 

Ebenenbüschel s und Sj in zwei projektiven Strahlen- 
büschel S und Sj geschnitten und die Schnittkurve der 
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Ebene mit der Kegelfläche stellt sich dar als das Er- 
zeugnis dieser projektiven Strahlenbüschel. Also ist diese 
Schnittkurve der Ebene mit dem Kegel ganz allgemein 
ein Kegelschnitt. Die Gerade g aber trifft diesen in 
zwei Punkten und das sind zugleich ihre Schnittpunkte 
mit der Kegelfläche. Es ist mithin die Kegelfläche von 
der 2. Ordnung. Die analytische Geometrie zeigt über* 
dies, dass sich jede Kegelfläche 2. Ordnung in dieser 
Weise durch projektive Ebenenbüschel erzeugen lässt. 
Es ist also die hier betrachtete Kegelfläche die allge> 
meine 2. Ordnung. Fügen wir noch die Bemerkung 
hinzu, dass eine Tangentialebene des Kegels die ge- 
wählte Ebene in einer Linie schneidet, welche Tangente 
des Schnittkegelschnittes in dieser Ebene sein muss, so 
ergibt sich ganz ebenso wie in 52). 
Satz 41: ^,Zwei projektive Ebenenbüschel mit sich 
schneidenden Achsen s und s^ erzeugen durch die 
Schnittlinien entsprechender Ebenen einen allgemeinen 
Kegel 2. Ordnung, der auch die Achsen s und s^ 
als Erzeugende enthält. Die Tangentialebenen längs 
dieser beiden Erzeugenden sind die Ebenen, welche 
der Yerbindungsebene (s sj bezüglich entsprechen. 
Der Schnitt des Kegels mit einer beliebigen Ebene 
ist ein Kegelschnitt. Der Kegel ist auch von der 
2. Klasse." 
Da jede Erzeugende des Kegels in ihrer ganzen 
Ausdehnung zu beiden Seiten der Spitze zu nehmen 
ist; so besteht der Kegel aus zwei in der Spitze zu- 
sammenhängenden Mänteln. Was den Schnitt des Kegels 
mit einer Ebene e betrifft; so ergeben sich die drei 
möglichen Fälle f olgendermassen : Legen wir durch die 
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Spitze S des Kegels eine Ebene e^-\\- e^ so kann e^ zwei 
reelle Erzeugende mit dem Kegel gemeinsam haben. 
Dann ist der Schnitt von e mit dem Kegel eine Hy- 
perbel, deren Asymptotenrichtungen durch diese 
beiden Erzeugenden gegeben sind. Oder e^ hat keine 
reelle Erzeugende mit dem Kegel gemein, in diesem Falle 
ist der Schnitt von e mit dem Kegel eine Ellipse. Wenn 
endlich e^ den Kegel berührt, so wird man in e als Schnitt 
eine Parabel erhalten. Damit ist die Bezeichnung 
dieser Kurven als „Kegelschnitte*^ gerechtfertigt. Sie 
stammt schon von den Griechen her.«) 

85. Legt man von einem Punkte S im Baume 
die projizierenden Strahlen nach den Punkten eines 
KreiseS; so erhält man eine Kegelfläche. Wählt man 
zwei ihrer Erzeugenden aus, so kann man mit diesen 
als Achsen die Kegelfläche durch projektive Ebenen- 
büschel erzeugen, ausgehend von der Erzeugung des 
Kreises durch projektive Strahlenbüschel. Die Kegel- 
fläche ist also^ von der 2. Ordnung — sie ist, wie man 
zeigen kann, identisch mit der allgemeinen Kegelfläche 
2. Ordnung — und wird also von einer beliebigen Ebene 
in einem Kegelschnitt geschnitten. Dies liefert den 

Satz 42! j^Projiziert man einen Kreis aus irgend einem 
Punkt» auf eine Ebene, so ist die Projektion ein 
Kegelschnitt.^^ 

Wird der Punkt S speziell auf der Senkrechten 
angenommen, die man im Mittelpunkte M des Kreises 
auf der Ebene desselben errichten kann, so erhält man 
einen speziellen Kegel 2. Ordnung, der auch erzeugt 
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werden kann durob Drehung eines rechtwinkligen Drei- 
eckes um die Kathete SM. Dieser Kegel heisst ;;ge- 
rader Kreiskegel"; ,;TJmdrehungskegel", „Eo^^tions- 
kegel". Der Schnitt desselben mit einer beliebigen 
Ebene ist aber auch wieder ein Kegelschnitt. Nimmt 
man die Achsen s und s^ der projektiven Ebenenbüschel 
parallel an^ so rückt der Punkt S ins Unendliche und 
man erhält als Erzeugnis den allgemeinen „Cylinder 
2. Ordnung'^ Dieser kann wieder speziell in den ge- 
raden „Kreis" oder „TJmdrehungs* ^-Cylinder (Rotations- 
Cylinder) übergehen. 

§ 30. Die geradlinige Fläche 2. Ordnung. 

86. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen- 
büschel in allgemeiner Lage, deren Achsen s und s^ 
sich also nicht schneiden. Je zwei entsprechende 
Ebenen der Büschel wie etwa a und a^y werden sich 
in einer Geraden h schneiden, die sowol s in P als s^ 
in Pj treffen muss (Eig. 55). Wir erbalten auf diese 
Weise unendlich viele Gerade h^ h^, h^ etc., die offen- 
bar eine windschiefe B.egelfläche bilden (Beweis dafür 
wie in 83). Wir nennen das System dieser Geraden 
auch eine „Begelschaar" und bezeichnen es kurz 
mit [h]. Die dadurch gegebene Begelfläche ist von 
der zweiten Ordnung. Denn schneiden wir sie mit irgend 
einer Ebene; so werden die projektiven Ebenenbüschel 
s und s^ in projektiven Strahlenbüscheln S und S^ ge- 
troffen, deren Erzeugnis den Schnitt mit der Ebene 
liefert. Es schneidet also die beliebige Ebene die Kegel- 
fläche nach einem Kegelschnitt, mithin ist die Fläche von 
der zweiten Ordnung. Die B.echnung zeigt wieder, dass die 
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allgemeine Fläche zweiter Ordnung, wie sie durch eine 

beliebige G-leichung zweiten Gfrades gegeben wird) in dieser 

Weise erzeugt werden kann. Diese geradlinige Fläche 

zweiter Ordnung heisst auch ,,einschaliges Hyperboloid'^ 
% 




Fig. 56, 

Es ergibt sich sofort auch eine zweite Erzeugung 
unserer Fläche. Trifft die Erzeugende hj in P und P^, 
ferner h, in B und R^ die Achsen s und s^ u. s. f.^ so 
ist die Eeihe der Punkte P^, Q,, R^ ... perspektiv zu 
den Ebenen a, ß, y des Büschels s, durch die sie aus- 
geschnitten wird. Ebenso ist die Punkt reihe P, Q, B . . . 
auf s zum Ebenenbüschel 0^ ß^ Yi * * » perspektiv. Da 
aber die beiden Ebenenbüschel projektiv, so ist auch 
die Punktreihe P, Q, B . . . projektiv zur Punktreihe 
Pj, Q^, B^ . . . Die Begelschaar [h] kann also auch da- 
durch erhalten werden, dass man in zwei projektiven 
Punktreihen im Baume entsprechende Punkte durch 
Gerade verbindet 

Daraus folgt aber noch eine weitere merkwürdige 
Eigenschaft. Ist nämlich s, irgend eine Gerade, 
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welche die drei Geraden h, h^, h, schneidet^ so sind 
alle Yoraussetzangen erfüllt, um den in 82,2 Ausge- 
sprochenen Satz anwenden zu können. Dennoch muss 
Sg jede Gerade h der Begelschaar [h] schneiden und 
jede Gerade^ welche h, h^, h, trifft, hat diese Eigen- 
schaft. Alle diese Geraden hilden aber wieder eine 
Regelschaar [s], die auch von der zweiten Ordnung und 
alleErzeugende dieser zweiten Begelschaar müssen 
ebenfalls auf unserer Fläche zweiter Ordnung gelegen 
sein, da durch jeden Punkt einer Geraden von [s] ja 
eine Gerade von [h] geht. Die Achsen s und s^ gehören 
auch zu dieser E.egelschaar [s]. Wir haben demnach: 
Satz 43; „Das Erzeugnis zweier projektiver Ebenen* 
büschel in allgemeiner Lage ist eine B^gelschaar [h] 
oder eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung. Die- 
selbe Fläche kann auch dadurch erzeugt werden^ dass 
man in zwei projektiven Punktreihen im B^ume 
entsprechende Punkte durch Gerade verbindet. Auf 
der Fläche liegt noch eine zweite Begelschaar [s]. 
Alle Geraden h sind untereinander windschief; 
ebenso alle Geraden s, aber jede Gerade h schneidet 
jede Gerade s. Irgend zwei Gerade einer E.egel- 
schaar werden von den Geraden der andern Schaar 
in projektiven Punktreihen geschnitten'^. 
Die Fläche ist dieselbe, wie die in 83) erwähnte 
und sie lässt sich in doppelter Weise durch Bewegung 
einer Geraden erzeugen. Denn greift man irgend drei 
Gerade der einen Begelschaar heraus und lässt eine 
Gerade sich so bewegen, dass sie stets diese drei Ge- 
raden achneidet, so beschreibt die bewegte Gerade die 
andere Regelschaar. Hat man überhaupt zwei Systeme 
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[h] und [s] von unendlich vielen Geraden derart, dass 
alle Geraden eines Systems untereinander windschief 
sind, während jede Gerade des einen Systems jede des 
andern schneidet, so hilden dieselben die beiden Segel- 
schaaren einer solchen geradlinigen fläche zweiter Or- 
dnung (Monge 1795). 

87. Legt man durch eine Gerade hx der Begel- 
schaar [h] irgend eine Ebene, so muss diese noch eine 
Gerade ans der Fläche ausschneiden, da die Schnitt- 
kurve im ganzen von der zweiten Ordnung sein muss. 
Diese Gerade kann dann, da sie hx schneidet, nur der 
E^gelschaar [s] angehören und heisse Sx* Für den 
Schnittpunkt von hx und Sx ist die Ebene also (81) 
die Tangentialebene. Es ist folglich jede Ebene, die 
durch eine Gerade ber Fläche zweiter Ordnung hindurch* 
geht; eine Tangentialebene der Fläche. In jedem Punkte 
der Fläche ist die Tangentialebene bestimmt als die 
Ebene der beiden durch diesen Punkt gehenden Er- 
zeugenden« 

Die verschiedenen Typen der geradlinigen Fläche 
zweiter Ordnung erhalten wir, wenn wir uns die Fläche 
durch projektive Punktreihen s und s^ erzeugt denken. 
Es sind dann folgende zwei Fälle möglich: 

a) Die unendlich fernen Punkte von s und s^ ent- 
sprechen einander nicht in der projektiven Beziehung 
dieser beiden Punktreihen. Es entspricht also z. B. 
dem unendlich fernen Punkt von s ein bestimmter end- 
licher Punkt auf s^. Die Parallele durch diesen 
Punkt zu 8 ist eine Erzeugende hs, der Begelschaar 
[h]. In gleicher Weise gibt es zu jeder Erzeugenden 
eine parallele Erzeugende der andern Schaar. Die 
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dadurch erzeugte Fläche lag unsern bisherigeu Be- 
trachtungen zu Grunde und wir nannten sie bereits 
das einsohalige Hyperboloid (Fig. 56). Die unendlich 
ferne Ebene schneidet die Fläche in einem Kegelschnitt, 




Fig. 56. 

b) Tritt der speziellere Fall ein, dass die unend- 
lich fernen Punkte von s und s^ einander ent- 
sprecheu; so sind diese Punktreihen also ähnlich. 
Die Verbindungslinie dieser beiden unendlich fernen 
Punkte ist eine ganz im unendlichen gelegene Gerade 
h^Q , die bestimmt ist durch die Stellung der Ebene, 
welche parallel zu s und s^ läuft. Alle Geraden der 
Regelschaar [s] müssen aber h^Q schneiden, also sind 
sie alle parallel zu dieser Ebene. 

Die uneudlich ferne Ebene enthält nun von unserer 
Fläche die Gerade hg^ , sie muss mithin noch eine Ge- 



160 Die Flächen 2. Ordnung. 

rade Sqq der andern Scbaar enthalten. Alle Gera- 
den h müssen Sqq schneiden, also sind auch alle Ge- 
raden der Begelschaar [h] parallel einer bestimmten 
Ebene. Die dadurch entstehende Fläche heisst „wind- 
schiefes" oder „hyperbolisches Paraboloid" (Fig. 57), 
Die Geraden einer jeden der beiden E.egelschaaren 
auf der Fläche sind je parallel einer Ebene. Diese 
beiden Ebenen heissen die Leitebenen. Die Fläche 
berührt die unendlich ferne Ebene. 




Flg. 67. 

Man erhält die Fläche auch, wenn man eine Ge- 
rade sich so bewegen lässt, dass sie beständig zwei 
feste Gerade schneidet und dabei parallel bleibt zu 
eiuer gegebenen, festen Ebene. 

Eine einfache Erzeugung dieser Fläche besteht darin, 
dass man (Fig. 57) in einem Tetraeder zwei Paare von 
Gegenkanten (AB und CD, BC und AD) in gleichviel 
Teile teilt und entsprechende Teilpunkte verbindet. 
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Äctttfc^e Se^reracitg., öcriin: ^adj btn t?or^ 

tieflenben gdnbd^en ftel^cn mh ttid^ an, bte flanke ©ammlmifl aufl 
cngeledentlieftfte nic^t aftetn aum ©ebraud) in l^öi^eren Schulen, fonbem 
Ottct ^nr ©clbftbetc^rttiiQ p empfehlen. 

Qel^rer'Beitung: SBenit eine htragebrftttgte (il^tiftfaHfd^e (9e0> 
gra))]^te aud ber gfeber einei^ {o tüchtigen gad^mannei^, mie ed $rof. 
©üntl^cr in SD'iünt^eii ifl, erfd&eint, fo ift öon öornl^erein gu er* 
tDarten, bag bai^ nur eüvad ®uted fein lann. ^eber, ber hai ^uä^ 
lieft, toirb feigen, bag er fid^ in biefer @r»artung nidbt getdufd^t l^ot. 

Sludlanb: Stüum je i^ wir ettt SBitd) $tt (defi^t gefontnteit, baiS 
toie 9ieBiitann^i» ,,ber «enf dblid^e Mr^ier unb ©efttnb^eit^Ie^re" auf fo 
fieinem Scannt ein fo Uaxt» m\b üon bem $au unb btn ^l^ätigfeiten bt^ 
menfdptid^en Sdrperd geboten l^ätte. S^ ftel^e nid^t an, ba^ SBerft^en al0 
ein für ben Unterrii$t l^i^^ft brand^bared 5U be^eic^nen. 

93erl. ^^ilolog. Sßod^enfc^rift: ©tenbing^ gried^tfd^e mib 
vdntifil^e SR^t^oIogie« ^ie überaus fc^toierige Aufgabe, ben toefent^ 
Ii(]^ften gttbalt auf nur 140 ÄIcino!tat»fciten überfi(i^t(i(]^ unb gemein- 
Derftänblic^ barjufteHen, ift toon bem ©crfaffer beS öorftel^en ben, in ber 
befannten ^rt ber „@anunlung @ö{c§eu" auSgeftatteten 93üc^einiS in 
IBd^fit anerfennendiperter SBeife geli^ft morben* 

Seitfd^r. f. btfdb. Untcrri(]^t: ®ie,,5lU^i>c^betttfil^e fiitteratnr'' 
@(i^auffler§ ift eine 90fl^er|rettltf|e ®abe; fte berul^t überaü auf ben 
neueften f^orfd^ungen unb gtebt bcS SESü^igj^e in tnapp^tx t^orm. 

9{atur: €$ ift gerabep erftaunlid^, ttie ed ber rü^mlic^ft betannle 
IBerlag emtöglid^t, ffir fo enoTW billige greife fo oorsfigücl) auiSgr« 
fiattete SEBerf^en p liefern, ^od oorliegenbe lBänbd)en bringt in 
fno^^er unb t^erftänblid^er %oim bad SBiffendU^ertefte ber SRinnalogte 
aunt $(uiSbrud. Saubere ^bbilbungen erleichtern baS ^erftänbni^. 

(Sflo bu0: @d ift erftannli^, toie titel biefe fleine J^artenlunbe 
bringt^ ol^ne an ^(orl^eit p t^erlieren, toobei nod^ ^n berücfftd^tigen ift, 
bag niele ^bbilbnngen btn dicmm ftorf beengen. Sortreffiicl mirb 
bit 5{artett)iroieIttoniSIe^re unb bte Xopo^ta^^it gefil^ilbert. 

92ational5eitg.: (£d ift bid je^i in üer oeutf^en Sittetaliif 
lool^l noc^ ttic^t bageioefen, bag ein Seinteanbbanb Don faft 300 @eiten 
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ac^tiig Pfennige ber beutf^en Sefern^elt bietet. 

Sei^jiger Seitung: 28er fid^ rafc^ einen guten Ucberblid ilber 
boS ®ebiet ber beutfc^en gelben jage öer|d)affen Witt, o:^ne eigene 
tntenfiöere 6tubien mad^cn ju fönnen, ber greife gctroft au bem ©üc^Iein 
Don Siricaei 

»raTt. ©d^ulmann: Sin SReifterflüif ftttaen unb bünbigen, 
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bvingtet ^mrftellttng ein reii,«-». ««r«>^»«.«*»^^v«»wpv*i> ww w«i«v|tcfi 
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nad^meife. 

^ fieitfd^r. f. b. iRealfd^uIm.: @d mar ein glüdflid^ ^ebonfe 
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^efd^id iu bemftltigen, inbem er burd^ einen fireng ftiftemotif c^en 9(ttf> 
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